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Abstract

Towards the beginning of the 70s, chaos theory experimented a significant development.
The main emphasis was on the application of the modern theory to a wide range of scientific
problems in biology, chemistry, engineering and physics. This young theory has been considered
as one of the most important discoveries in science in this century due to its large applications in
the real world.

The present work has been focused on the characterization of the performance versus
noisy signals of several communication schemes, which, based in the properties of the
chaotic signals and in the ability of chaotic oscillators to synchronize, pretend to implement a
competitive communication scheme with the actual telecommunication systems. The robustness
of three schemes of chaotic synchronization has been studied: the Pecora-Carroll scheme, a
synchronization scheme through compound chaotic signal and a synchronization scheme with
dynamic output error feedback. For the most robust scheme, the sensitivity and efficiency of this
scheme was studied with different modulation models aiming to determine the more competitive
model for a real implementation.

In the second part of the text, the influence of low intensity noise on arrays of diffusively
coupled chaotic cells was analyzed. The study was carried out with different types of noise,
white Gaussian noise and Gaussian noise of the Ornstein-Uhlenbeck type and considering both
an additive and a multiplicative contribution. The parameter studied in this case is the degree
of synchronization between cells of the array. The work shows the cooperative effects of noise
strength, correlation time, coupling parameter, boundary conditions, length of the array and the
dynamics of the oscillators.

In this analysis, a resonant effect between the chaotic attractor time scale and the noise
correlation time has been found. The study has been carried out for different chaotic type
oscillators obtaining the same resonant dynamic that depends on the diffusion parameter and



the oscillator behavior itself. Our results open a way to possible applications of noise in the
understanding and control of the chaotic oscillators.
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Capitulo 1
Introduccion al Caos

La ciencia clasica acaba donde el caos empieza. Mientras los fisicos indagaron las
leyes naturales, el mundo adolecié de una ignorancia especial en lo que concierne a los
desérdenes de la atmdésfera y del mar; a las fluctuaciones de las poblaciones de animales
y plantas; y a las oscilaciones del corazén y el cerebro. ElI comportamiento irregular de la
naturaleza, su parte discontinua y variable, ha sido un rompecabezas a los ojos de la ciencia.

En la década de los 70, un grupo de cientificos estadounidenses y europeos comenzo a
fraguarse camino en el desorden, eran matematicos, fisicos y bidlogos, y todos buscaban nexos
entre las diferentes clases de irregularidades. Junto con la teoria de larelatividad y la cuantica,
la moderna teoria del caos en sistemas dinamicos forma parte de la gran evolucion de la fisica
del siglo XX. Al igual que las otras dos teorias, el caos ataca a los principios newtonianos.
La relatividad elimind la idea del espacio y el tiempo absolutos; la teoria cuantica acab6 con
la posibilidad de un proceso de medicién controlable; y el caos termina con las teorias de
Laplace de la predictibilidad determinista. De las tres revoluciones, la del caos importa al
mundo que vemos y tocamos, a los objetos de proporcion humana. La experiencia cotidiana
y las imagenes reales de cuanto nos rodea se han convertido en objeto de investigacion.

Las matematicas sobre teoria de sistemas dinamicos engoblando los conceptos de
multiplicidad de solucion y caoticidad de una trayectoria dinamica, tienen una historia
relativamente corta pero a su vez importante. Los origenes de la teoria de sistemas dinamicos
se remontan a un siglo atras. Los componentes basicos de la teoria de multiplicidad de
soluciones de ecuaciones de evolucién no lineal fueron agrupados en tres areas distintas:
soluciones criticas, estabilidad, y estabilidad estructural. Estas formaron una rama de
las matematicas conocida como teoria de bifurcaciones. EIl desarrollo de la teoria de
bifurcaciones ha mejorado la comprension de la existencia de mdltiples soluciones en sistemas
no lineales y de como el numero y la estabilidad de dichas soluciones cambia cuando se
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varia algun parametro. La cuestion crucial sobre la estabilidad de una solucidn, esto es, si
una solucidn persiste 0 no bajo una perturbacion infinitesimal y como se modifica cuando
el nimero de soluciones varia, ha ocupado el tiempo de muchos mateméaticos durante los
siglos XVIII y XIX. Hacia finales del siglo XIX se formul6 la teoria de bifurcaciones,
debida a Henri Poincaré [Poincaré, 1880]. Poincaré fue uno de los padres de la teoria de
bifurcaciones e incluso inici6 el desarrollo de la teoria de los sistemas dindmicos. Importantes
contribuciones a las mateméticas relacionadas con el estudio de sistemas dinamicos ocurrieron
durante el siglo XX. Julia contribuy6 en 1917 al inicio y comprension de complejos mapas
analiticos; este trabajo fue mas tarde mejorado por Mandelbrot [Mandelbrot, 1975]. Mucho
mas recientemente, un desarrollo signicativo del caos (algunos dicen que su nacimiento)
ocurrio en 1963 tras la publicacion por parte de Lorenz [Lorenz, 1963] de un articulo sobre
flujo no periédico relacionado con la turbulencia en el que se descubria la existencia de
soluciones aperiédicas en un modelo simplificado de las ecuaciones de Navier-Stokes.

La contribucién de Lorenz junto con los trabajos realizados sobre mapas en los afios
70 por Yorke, May, Oster [May, 1976; May et al., 1980] y otros muchos investigadores de la
época proporcionaron dos caminos de estudio diferentes en los que sistemas deterministicos
muy simples generan trayectorias dindmicas fuertemente influenciadas por la sensibilidad a
las condiciones iniciales. Esto significa que incluso conociendo exactamente la definicién
de las reglas de evolucién de un sistema dinamico, si éste es caotico, la prediccion a largo
plazo resultard imposible no sélo ya por la complejidad de la solucién sino por la divergencia
exponencial que dicha dinamica experimenta ante pequefias pertubaciones.

En los ultimos afios se ha llegado a la conclusion de que la sensibilidad de
ciertos sistemas no lineales a pequefios cambios en las condiciones iniciales que exhiben
comportamiento temporal caético es una propiedad tipica de muchos sistemas sin dejar por
ello de ser excepcional. Matematicamente, todos los sistemas dindmicos no lineales con
mas de 2 grados de libertad, es decir la mayoria de los modelos bioldgicos, meteoroldgicos
0 econoémicos pueden mostrar caos y por lo tanto llegar a ser impredecibles a largo plazo
[Hilton; 1994; Freeman et al., 1997]. Desde mediados de la década de los 70, el término



caos ha aparecido cada vez con mas frecuencia en la literatura cientifica ya que esta nueva
teoria ha nacido con ciertas ventajas con respecto a la relatividad y a la mecénica cuantica.
Los fendbmenos supuestamente cadticos suelen poder verse y apreciarse sin necesidad de
telescopios ni microscopios, y pueden registrarse sin cdmaras de alta velocidad o con
exposicion. El caos se encuentra tanto en sucesos cotidianos como la caida de una hoja o
el ondear de una bandera, como en otros tan complejos como las fluctuaciones climaticas,
las trayectorias de los cometas o la evolucion del propio sistema solar [Sussman & Wisdom,
1988; Astronomia, 1991]. Tal comportamiento ha sido encontrado, por ejemplo, en células
cardiacas periddicamente estimuladas, en circuitos electrénicos [Schuster, 1988; Lakshmanan
& Murali, 1996], en el principio de turbulencia, en reacciones quimicas, en laseres, etc... La
posibilidad de implementar circuitos electrénicos capaces de generar comportamiento caotico
ha supuesto un gran avance dentro de esta teoria, asi, de cara a la ingenieria, la inherente
impredictibilidad del caos lo convierte en ideal para el disefio de generadores de nimeros
aleatorios en sistemas de seguridad o de generadores de ruido blanco y coloreado [Murch &
Bates, 1990].

La teoria del caos se caracteriza por la descripcion matematica del comportamiento,
en extremo complejo y previsible s6lo dentro de unos horizontes temporales limitados, de
sistemas fisicos que en apariencia pueden parecer muy simples. El movimiento caodtico
aparece cuando divergencias exponenciales locales en la trayectoria estan acompafiadas de
un confinamiento global en el espacio de fases. La divergencia produce un alargamiento
local del espacio de fases pero, a causa del confinamiento, esta dilatacion no puede continuar
sin plegarse; repetidos plegamientos y redoblamientos producen un comportamiento muy
complicado conocido como comportamiento caético.

Elnombre de caos y el adjetivo de cadtico son usados para describir el comportamiento
temporal de un sistema cuando dicho comportamiento es aperiddico y aparentemente aleatorio
o ruidoso. La palabra clave aqui es aparentemente. Bajo esta aparente aleatoriedad caotica
subyace un determinado orden, dado por las ecuaciones que describen el sistema.

En general, se necesitan tres ingredientes para determinar el comportamiento de un
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sistema. Estos ingredientes son las ecuaciones de evolucion temporal, los valores de los
parametros que describen el sistema y por Ultimo las condiciones iniciales. La imagen que
mas ha contribuido a difundir la teoria del caos es el conoefdoto mariposague hace
mencion a la especial sensibilidad de los sistemas cadticos a las condiciones iniciales. La
expresion hace referencia y viene a explicar que una pequefia perturbacion del estado inicial
de un sistema puede traducirse, en un breve lapso de tiempo, en un cambio importante en el
estado final del mismo. \Wolviendo al popular efecto mariposa, éste vendria a decir de forma
coloquial quée...si agita hoy, con su aleteo, el aire de Pekin, una mariposa puede modificar

los sistemas climaticos de Nueva York el mes que vigraeick, 1988]. No obstante el caos

va mas alla de este efecto, si s6lo nos quedaramos aqui nos encontrariamos en medio del mas
puro azar. Pero en el caos hay mas que azar, el caos encierra en si mismo una fina estructura
geomeétrica, un orden detras de la aparente casualidad.

Los requerimientos para que un comportamiento se considere cadtico son la no
interseccion de diferentes trayectorias, el confinamiento de las mismas y la divergencia
exponencial de trayectorias cercanas. En el caso de flujos, estas tres propiedades precisan
de un espacio tridimensional pues no pueden ser satisfechas de modo simultaneo en espacios
de una o dos dimensiones. La caracteristica crucial de los espacios con tres 0 mas dimensiones
gue permite comportamiento cadtico es la capacidad de las trayectorias a permanecer dentro
de alguna regién limitada sin intersecarse y sin repetirse de forma exacta.

Dado que una de las manifestaciones mas caracteristica del comportamiento cadtico es
su sensibilidad a cambios en las condiciones iniciales del sistema, es logico buscar la forma
de medir el grado de sensibilidad de trayectorias vecinas a perturbaciones en sus condiciones
iniciales, con vistas a caracterizar la caoticidad de un sistema.

La nocion de divergencia exponencial de 6rbitas cercanas es formalizada con la
introduccién de los exponentes de Lyapunov. Dadas dos 6rbitas cercanas de un atractor
empezando en el instarite= 0, y con una separaciafy, a lo largo del tiempo las trayectorias



divergiran de modo que su separacion en el instarfteada pokl(t)), satisfaga la expresion:
d(t) = doe™ (1.1)

Si el pardmetro\, llamado exponente de Lyapunov, es positivo entonces la trayectoria sera
cadtica. El exponente de Lyapunov puede ser considerado como una medida de la atraccion
o repulsion desde un punto fijo en el espacio de fases. También se podria aplicar esta nocién
o idea a la divergencia de trayectorias cercanas, en general, a cualquier punto en el espacio
de fases. Para un espacio unidimensional dagdes un punto inicial yz un punto inicial
cercanog,(t) la trayectoria alcanzada desde el primer punto inicia(ty la alcanzada por

el segundo punto inicial, podemos llegar a la conclusién de que la distancia que separa dichas
trayectoriass(t) = x(t) — zo(t), crece o decrece exponencialmente en el tiempo siguiendo

el razonamiento anterior. Asi, si asumimos que

@(t) = f(x) 1.2)
por serz cercano a, podemos escribir la expansion de la serie de Taylgfi{d¢ como,
f(z) = f(zo) + df (x) |z, (z — 20) + ... (1.3
encontrandose que la relacién de cambio de distancia entre las dos trayectorias viene dada por
§ = &—ip
f(z) = f(zo) (1.4)
df )]z, (x — o)

donde se ha conservado Unicamente la primera derivada en la expansion de la serie de Taylor
de f(x) ya que se espera que la distancia evolucione exponencialmente en el tiempo. El
exponente de Lyapunoves introducido como la cantidad que satisface

s(t) = s(t = 0)eM (2.5)
Diferenciando esta ecuacién con respecto al tiempo se encontrara que

5(t) = \s(t = 0)eM = As(t) (1.6)
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comparando las ecuaciones 1.4 y 1.6 se tendra que

=T w7)
Asi pues, se puede ver que\a@s positivo entonces las dos trayectorias divergen, si es negativo
por el contrario ambas trayectorias convergeran. En la practica, se sabe que la derivada de
la funcién de la evolucién temporal en general varia eppor lo tanto, se querra encontrar
un valor promedio de a lo largo de la evolucién de la trayectoria. Sabiendo la funcion de
la evolucién temporal simplemente se evaluard la derivada de dicha funcion a lo largo de la
trayectoria encontrando el valor promedio. (Para un sistema disipativo unidimensional dicho
promedio debe ser negativo).

En un espacio de fases con dos (0 mas) dimensiones, se puede asociar un exponente
de Lyapunov con la medida de expansion o contraccion de las trayectorias para cada una de
las diferentes direcciones del espacio de fases. Un sistema cadtico se define, en el sentido de
los exponentes de Lyapunov, como un sistema que tiene al menos un exponente de Lyapunov
positivo.

Dado que para un sistema disipativo el promedio de la suma de todos los exponentes
de Lyapunov ha de ser negativo, en un sistema autdbnomo 3-D con comportamiento caético se
encontrara un exponente positivo, otro negativo y un tercero igual a cero.

La teoria del caos se alza con un doble rostro que participaria, por un lado, de las
aproximaciones clasicas y, por otro lado, de las perspectivas complejas de investigacion.
Esta dualidad no es otra que la dada por el determinismo y la imprediccion. En efecto,
tradicionalmente para la ciencia clasica, si se puede determinar en un instante dado uno de
los estados del sistema que se pretende investigar y conocer la ley que rige la evolucién de
ese sistema se podra entonces predecir el comportamiento, la posicién futura y cualquiera de
las anteriores posiciones pasadas del mismo. En la actualidad, ni siquiera acerca de lo que
esta determinado puede garantizarse la posibilidad de que sea previsible. La teoria del caos
ha terminado con esa conexién, los sistemas cadticos son deterministas (y en este sentido son



clasicos), se conoce tan precisamente como se quiera la secuencia que les da origen, la ley
que rige su evolucidn y, sin embargo, son impredecibles dada su sensibilidad a las condiciones
iniciales (y en este aspecto, muestran su caracter complejo).

Con frecuencia el comportamiento cadtico se ha visto como una conducta perjudicial
e indeseable. Desde este punto de vista nos encontramos con ejemplos de caos en fisiologia,
tales como los antes mencionados de las arritmias cardiacas y respiratorias [Glass & Mackey,
1979], que resultan perniciosos para el organismo. En este caso se buscara suprimir este
comportamiento mediante diversas técnicas de control [Matias & Glemez,1995; Carroll,
1995]. Pero no siempre esto es asi, los sistemas cadticos también pueden exhibir aplicaciones
potenciales en procesado de sefiales no lineales y en computacion neuronal [Halle et al., 1993;
Kocarev et al., 1992; Lozi & Chua, 1993]. En los Ultimos afios han surgido nuevas tendencias
enlas que se sitla la base de los procesos perceptivos en un medio caético [Skarda & Freeman,
1987; Delaney et al., 1995] de forma que el abandono de dicha conducta caética constituye
la pérdida fisiopatolégica de las posibilidades adaptativas del sistema [Yang et al., 1992].
Segun estos autores, en el sistema neuronal el proceso de cambio de estado conduciendo a un
dominio cadtico es esencial para prevenir convergencias a patrones previamente aprendidos
y facilitar asi el reconocimiento de nuevos estimulos. También se puede considerar que el
comportamiento caético puede ser bastante (til en ciertos procesos fisiolégicos en los que
el comportamiento regular puede ser dafiino, tal es el caso de los temblores musculares
producidos por una activacion periédica de las unidades motoras o de los atagues epilépticos
en los que el electroencefalograma , EEG, llega a ser periddico y regular [Skarda & Freeman,
1987].

Un ejemplo de esto puede verse en laFig. 1.1 donde se consideran diferentes sefiales de
la actividad eléctrica del cerebro a través de un electroencefalograma. Las 5 filas superiores
muestra el EEG de un sujeto normal bajo dos estados diferentes de consciencia ((a)-(b)) y
tres estados de suefio ((c)-(e)), mientras que los dos restantes se encuentran asociados a dos
situaciones patolégicas ((f)-(g)). Todas las muestras presentan una sucesion mas 0 menos
irregular de picos, aunque (f) y (g) se muestran mas coherentes que (a)-(e). Andlisis de las
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diferentes series temporales asociadas a estos comportamientos usando técnicas de dinamica
no lineal revelan la presencia de caos deterministico, cuya complejidad depende del estado
de actividad cerebral. Significativamente, en estados patolégicos tales como la epilepsia, el
comportamiento cadtico es menos intenso que en estados de salud [Destexhe, 1992; Nicolis,
1995].

1a| aFes opan
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W_Mwmﬂa, {ch nlmap 2

w__‘/\f\{\—l‘m P g
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Figura 1.1: Muestras de EEG durante varios estados de actividad cerebral [Destexhe, 1992].

Desde otro punto de vista, retomando los origenes de las primeras apariciones de la
dinamica cadtica en las fluctuaciones meteorolégicas muy bien representadas por el efecto
mariposa de Lorenz [Lorenz, 1963], nuevas técnicas de prediccién meteorolégica apoyadas
en el hecho de que la atmésfera puede considerarse como un sistema cadtico estén siendo
utilizadas con el propésito de ampliar el rango de fiabilidad de las predicciones meteoroldgicas
a medio y largo plazo. Esta nueva técnica, conocida con el nombre de prediccién por
conjuntos oEnsemble Forecastingleith, 1974; Zhu et al., 1996festima la distribucion
de probabilidad del estado verdadero de la atmésfera alrededor del andlisis de control, luego
muestrea la distribucion de probabilidad y corre el modelo de prediccién desde todos los
puntos muestreados. De esta forma, se obtiene un cierto numero de posibles escenarios que



son igualmente probables y que abarcan el verdadero estado de la atmésfera. Si, para un dia
en particular, los constituyentes del conjunto tienen un amplio espectro, por ejemplo, al cabo
de 3 o 5 dias de ejecucion del modelo, las predicciones seran menos fiables dando lugar a
la alternancia de diferentes escenarios. Los dos primeros centros pioneros en la utilizacion
de esta técnica fueron el Centro Nacional de Prediccion Medioambiental en USA, NCEP,

y el Centro Europeo de Prediccion Meteorolégico, ECMWEF. Los dos centros usan casi la
misma resolucion horizontal en sus modelos para el conjunto de predicciones pertubadas; sin
embargo, la estimacién y muestreo de la probabilidad de distribucién inicial de la atmésfera
es diferente.

Figura 1.2: Ensemble Forecasting para la prediccion de la temperatura a 850 HPa, para 9 dias.
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La Fig. 1.2 muestra una imagen resultado de esta nueva técnica. En ella se ve como a
corto plazo el espectro del conjunto de predicciones se encuentra bien delimitado y a medida
que nos adentramos en la predicciéon a medio y largo plazo dicho espectro se va expandiendo
hasta que se produce una confluencia desordenada de los diferentes escenarios haciendo
inviable la prediccion.

Por estas y otras muchas aplicaciones auln en desarrollo, como puede ser la creacion de
una radio cadtica (Proyecto INSPECT), presentadas por esta novedosa dinamica, surgieron
numerosas investigaciones en la blsqueda del control y la comprension del comportamiento
cadtico, bien para suprimirlo o activarlo, abriéndose un nuevo camino en el estudio de la fisica
lejos del orden y la prediccion newtoniana.



Capitulo 2
La Sincronizacion en Sistemas Cadticos

Después de que Pecora y Carroll en su articulo publicado en 1990 [Pecora &
Carroll, 1990] demostraran que dos comportamientos cadticos aparentemente aleatorios e
imprevisibles pueden fundirse en una Unica trayectoria, nuevas expectativas surgieron en
torno a la teoria del caos, buscando tanto su control en sistemas eléctricos y mecanicos, como
su comprension y prediccién en sistemas geofisicos como la atmésfera o el océano.

La idea que subyace bajo el fendmeno de sincronizacion es que dos sistemas caoticos,
gue inicialmente evolucionan sobre atractores diferentes, al acoplarse de algin modo,
finalmente siguen una trayectoria comun. Uno de los rasgos mas sobresalientes de los
sistemas caéticos es su dependencia de las condiciones iniciales del sistema, que hace que
la mas minima diferencia en la descripcion del estado del sistema provoque cambios que
hacen distintos a sistemas complejos que, originariamente, eran tan parecidos como se les
quiera suponer. Por ello uno podria concluir que la sincronizacién no es factible en sistemas
caoticos ya que en sistemas reales no es posible reproducir de forma exacta condiciones
iniciales idénticas ni especificar exactamente los parametros para dos sistemas similares. Se
puede ser capaz de construir sistemas casi idénticos, pero siempre hay alguna desigualdad
tecnolégica inevitable y ruido que impiden la reproduccion exacta de todos los parametros o
condiciones iniciales y que desembocaré en la divergencia de orbitas cercanas. Por todo ello,
resultaria totalmente contranatura pensar en la posibilidad de que dos sistemas caéticos, que
inicialmente evolucionan sobre atractores diferentes, confluyan en una misma trayectoria.
Sin embargo, desde 1983 con los estudios llevados a cabo por Fujisaka y Yamada [Fujisaka &
Yamada, 1983] y finalmente en 1990 con la comprobacion experimental obtenida por Pecora
y Carroll se vio que tal posibilidad era factible.

La sincronizacion entre dos sistemas se consigue cuando uno de los sistemas cambia
su trayectoria bien a la seguida por el otro sistema o bien a una nueva trayectoria comudn a
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ambos osciladores [Kapitaniak et al., 1996; Kapitaniak & Chua, 1996]. Una forma intuitiva
y sencilla de comprender el fenémeno de sincronizacion es a través de la siguiente figura.

e(A) e(Ar)

Figura 2.1: Condicién necesaria para la sincronizacion de sistemas caéticos.

Siguiendo esta figura si la trayectoria de uno de los sistemas se encuentra sobre el
atractorA; y la trayectoria del otro sistema descansa sobre el atrdgtda sincronizacion
entre ambos sistemas se producird si una de las trayectorias, supongamos la del atractor
Ay, es perturbada en modo tal que alcance la base de atraccién del atracts decir,
b(Az). Si se considera(A;) como la region del espacio de fases en la cual evoluciona la
trayectoria perturbada del sistema 1, se puede concluir que la condicidn necesaria para que la
sincronizacién entre 2 sistemas cadticos tenga lugar viene dada por la condicién de que:

e(A1)Nb(A2) £ 0 (2.2)

Para que esta condicion se satisfaga sera preciso perturbar de algunafanerara
gue alcance la base de atraccion del segundo atréictel,. Una solucion podré ser establecer
algun tipo de conexién entre ambos sistemas. El acoplamiento podra ser fundamentalmente
de dos tipos: difusivo o conductivo [Matias & Glemez, 1994; Matias et al., 1997a; 1997b] .
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Por regla general, en los acoplamientos difusivos los sistemas son conectados a través
de un término de difusién que regula con su valor el estado de sincronizacion de ambos
sistemas. De acuerdo con el valor del parametro de difusién se conseguird un estado de
sincronizacion determinado [Pérez-Villar et al., 1993; DeCastro et al., 1995; Ogorzalek et
al., 1995]. La extension de este tipo de conexiones a rdddanensionales conduce a la
construccion d€NN's (Cellular Neural Networky complejos sistemas de conexiones para
modelar sistemas fisicos con muchos grados de libertad. El segundo tipo de acoplamiento se
lleva a cabo mediante la conduccién de uno de los sistemas por alguna de las variables del
sistema que actla como conductor. Esta conduccién puede ser global o local segin que la
introduccidn de la variable conductora reemplace en parte o totalmente a su variable analoga
en el sistema conducido.

Dentro de estos dos grupos, difusidon y conduccién, existen diversas modalidades,
asi el acoplamiento podra ser unidireccional o bidireccional, global o parcial, simple o
complejo...Y es mas, continuamente aparecen en la literatura cientifica nuevas modalidades
de sincronizacion [Carroll & Pecora, 1993; Matias & Gluémez., 1994; 1995; Carroll, 1995;
Kapitaniak & Chua, 1996; Kapitaniak et al., 1996]. En la misma linea, el control y la
sincronizacién de patrones espaciotemporales cadticos juegan un importante papel en el
estudio del comportamiento de sistemas caéticos [Kocarev & Parlitz, 1996].

Existen diferentes nociones o definiciones de sincronizacion para sistemas caéticos
[Femat & Solis-Perales, 1999]. La mas fuerte y cominmente extendida es la denominada
sincronizacion idéntica o perfecta, donde el estado del sistema respuesta converge de manera
asintética al estado del sistema conductor. En los ultimos afios se han introducido nuevas
visiones més débiles, como pueden ser la sincronizacion generalizada, la sincronizacion en
fase o la sincronizacion de retardad synchronizatiol entre otras [Rul’kov et al., 1995;
Rul’kov & Sushckik, 1996; Rosenblum et al., 1996; 1997].

En la sincronizacién generalizada la convergencia del sistema respuesta al sistema
conductor se produce a través de una transformddidlistinta de la identidad de forma que



14 Capitulo 2.- La Sincronizacién en Sistemas Cadticos

se cumple qugz’m Hx (t) — M(x(t))H = 0. Las propiedades de la transformacignseran

independientes de las condiciones incialé® y = (0).

La sincronizacion en fase de dos sistemas acoplados ocurre si la diferencia
‘(,25, (t) — gf)(t)‘ entre las fases de los dos sistemas est4 limitada por una constante [Rosenblum
etal., 1996], donde la fag#t) es una funcion monoténicamente creciente en el tiempo, y las
amplitudes se presentan cadticas y descorrelacionadas. Por ejemplo, en el caso de la espiral
de Chua, el angulo de rotacion alrededor del punto de equilibrio inestable en una proyeccién
bidimensional del atractor seria una adecuada eleccioén de la fase.

Por dltimo, lalag synchronziationo sincronizacion de retardo, relacionada con la
sincronizacién de fase, se caracteriza porque ademas de existir un desfase constante entre los
sistemas, las amplitudes de los osciladores cadticos se encuentran correlacionadas, es decir,
x1(t + At) = zo(t) [Rosenblum et al., 1997].

Dado que lo que se pretende en esta memoria es una aplicacion de la sincronizacion
a la transmisién de informacion en un sistema de comunicaciones [Kolumban et al., 1996;
Minai & Pandian, 1998], el estudio se focalizara principalmente en el caso de sincronizacién
idéntica, en la que se consigue una relacion de igualdad total, entre las trayectorias de
evolucién de los sistemas involucrados en el proceso de sincronizacion.

Estudios previos han demostrado que el fendmeno de sincronizacion, dependiendo del
tipo de acoplamiento, precisa de un cierto tiempo, denominado tiempo de sincronizacion,
Ts, para que los sistemas se consideren sincronizados [Lorenzo, 1996; Lorenzo et al., 1996;
Marifio, 1999]. Este tiempo da lugar a la aparicion de una onda de sincronizaciéon que
se extiende a lo largo de la cadena de sistemas acoplados desplazandose a una velocidad
constante. Estas ondas se caracterizan por la dependencia de su velocidad de propagacién
con la estabilidad del estado sincronizado. A diferencia de las ondas clasicas de los sistemas
lineales o de las autoondas en los sistemas disipativos, las ondas cadticas pueden llevar
informacion a través de la cadena lineal de celdas cadticas. Esta informacion es introducida
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o codificada en las condiciones iniciales de la primera celda de la cadena. El estudio de estas
ondas podria ayudar a una mayor comprension en el procesamiento de estimulos en redes
neuronales asi como en la transmision de sefiales.

En la Fig. 2.2 se muestra el patron espacio-temporal de una onda de sincronizacién,
obtenida para una cadena fe= 25 osciladores cadticos acoplados de forma conductiva.
Az representa el valor absoluto de las diferencias entre las variallledos osciladores
constitutivos de la cadena lineal. La onda de sincronizacion se observa a medida gué,
instante en el que se consigue la sincronizacion. Después de un tiempo supéfigr a
todos los sistemas se encuentran sincronizad@srefpresenta la velocidad de la onda de
sincronizacion).

Figura 2.2: Patrén espacio-temporal de las diferencias entre sefiales de los sistemas contiguos de una
cadena abierta de 25 celdas cadticas. La onda de sincronizacion es observada a méxlida-¢0e
es decir, el instante de tiempo en el que dos sistemas consecutivos sincronizan ya que
Az = |zp — xp_1].
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De acuerdo con las caracteristicas que presenta el fenébmeno de sincronizacion y las
propiedades del comportamiento cadtico, en los Gltimos afios se ha considerado la posibilidad
de gue una aplicacion potencial de dicho comportamiento y de su capacidad de sincronizacion
podria darse en el campo de las comunicaciones o en el de procesamiento de sefiales [Cuomo
& Oppenheim, 1993; Yang et al., 1997a; Yang & Chua, 1998; Wang et al., 1998].

Otra interesante area de aplicacion seria la criptografia. Por ejemplo, la parte no
conducida del sistema cadtico produce sefales que por lo general presentan un espectro de
banda ancha, similar al de ruido e igualmente dificil de predecir. De esta forma podrian ser
utlizadas idealmente en contextos de ondas de enmascaramiento u ondas de modulacion en
técnicas de espectro expandido [Kocarev et al., 1992; Beth et al.,1994; Xiao et al., 1996].



Capitulo 3
Comunicaciones y Sefales Cadticas

Es dificil imaginar cémo seria la vida moderna sin el facil acceso a medios de
comunicacion fiables, econdmicos y eficientes. Por comunicacién se entiende la conduccion
o transmision de informacion de un lugar y un tiempo a otros. Ciertamente esta definicion
Nno es muy precisa, pero el tema de la comunicacién es muy amplio y complejo. Los sistemas
de comunicacién se hallan dondequiera que se transmita informacion de un punto a otro. El
teléfono, la radio y la televisién son ejemplos cotidianos de sistemas de comunicacion. Hay
sistemas mas complicados que guian aviones, naves espaciales o trenes automaticos; mientras
gue otros proporcionan noticias de todo el mundo, a menudo por medio de satélites; la lista
de ejemplos podria continuar indefinidamente. No es exagerado decir que los sistemas de
comunicacion actuales no solo son necesarios para los negocios, la industria, la banca y la
divulgacién de informacion al publico sino también esenciales para su bienestar.

Sefial Sefial de

" Sefial Sefial lid
mensaje transmitida recibida salida
» | Transductor i » i i Receptor i Transdqcrar »
de entrada de salida
| Mensaje T Mensaje ‘
de entrada Transportadora de salida

Ruido aditivo, interferencias,
distorsién  resultante  del
limite en el ancho de banda
y no linearidades, pulsos de
ruido en redes, descargas
electromagnéticas tales
como relampagos,
descargas de lineas de alta
tension,...

Figura 3.1: Diagrama general de un sistema de comunicaciones.

En la Fig. 3.1 se muestran las unidades basicas comprendidas en un sistema de
comunicacion [Lucky, 1968; Ziemer, 1990; Stremler, 1993; Haykin, 1994: Dixon, 1994].
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Aunque éste sugiere un sistema de comunicaciones entre dos puntos localizados remotamente,
este mismo esquema es también aplicable para sistemas tales como el radar o el sonar en los
cuales la sefial de entrada y salida estan localizadas en el mismo lugar. Independientemente
de la aplicacion y de la configuracién, todos los sistemas de transmisién de informacién
involucran en su esquema un transmisor, un canal y un receptor.

Transductor de Entrada: Los mensajes producidos por cualquier fuente han de ser
convertidos por un transductor a una forma adecuada para el sistema de comunicaciones
empleado en cada caso. Asi en una comunicacion eléctrica, las ondas de voz son convertidas
a través de un micréfono en variaciones de voltaje. Esta sefial sera lo que en la Fig. 3.1
denotaremos como sefial mensaje.

Transmisor: La finalidad del transmisor es acoplar el mensaje al canal. A menudo es
necesario modular una onda portadora con la sefial recibida del transductor. La modulacién
consiste en la variacién de algun atributo de la sefial portadora, tales como la amplitud, la fase
o la frecuencia de acuerdo con una funcion de la sefial mensaje. Otras funciones primarias
del transmisor son filtrado, amplificacion y acoplamiento de la sefial modulada al canal.

Canal: Aungue los canales, en principio, pueden ser muy distintos dependiendo del
sistema de comunicaciones que estemos tratando, todos ellos tienen una caracterisitica coman:
la degradacién de la sefial en su transmision. Aunque la degradacion de la sefial puede
ocurrir en cualquier punto del sistema de comunicacion, ésta esta inherentemente asociada
al canal de forma Unica. La degradacion a menudo es consecuencia del ruido y otras sefiales
o interferencias, pero también se pueden incluir otros efectos de distorsion como pérdida de
nivel de sefial, caminos de transmision mdltiple y filtrado.

Receptor. La funcion del receptor es extraer el mensaje deseado de la sefial recibida a
través del canal para el transductor de salida. Aunque la amplificacion es una de las primeras
operaciones desempefiadas por el receptor, especialmente en comunicaciones de radio donde
la sefial suele llegar bastante debilitada, la principal funcién del receptor es demodular la sefial
recibida.
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Transductor de Salida El transductor de salida completa el sistema de comunicacion.
Este dispositivo convierte la sefial eléctrica recibida a la forma deseada por el usuario del
sistema.

3.1 Rendimiento en un Sistema de Comunicaciones

El medio de transmision es la piedra angular del sistema, sin él no existirian problemas
de comunicacién. El medio de comunicaciéon puede incluir la ionosfera, la troposfera, el
espacio libre o simplemente una linea de transmision. En todo caso en él se introducen
la atenuacion y la distorsién, asi como las sefiales de ruido generadas en los medios y en
los equipos de transmision y recepcion. De este modo, se puede entender al canal como
la principal fuente de errores en un sistema de comunicaciones. Por ello, el problema
fundamental de las comunicaciones serd maximizar la efectividad de la transmisién a través
del mismo.

El rendimiento de un sistema de comunicaciones digital es medido en términos de la
tasa de bits en error o lo que es lo mismo la relacién de bits erroneos detectados en el receptor,
(bit error rate, BER). En general, I8ER depende del método de modulacién, del esquema
de codificacion, del tipo de onda usado, de la potencia del transmisor, de las caracteristicas
del canal y del esquema de demodulacion.

La representacion convencional del rendimiento de un sistema digital en un canal lineal
contaminado por ruido muestraBER frente a E;, /Ny dondeE; representa la energia por
bit y Ny la densidad espectral de potencia del ruido introducido en el canal. De este modo
obtenemos la eficiencia del sistema. Para un nivel de ruido daB&Fepuede ser reducido
incrementando la energia asociada a cada bit, transmitiendo con mayor potencia o con un
mayor periodo por bit. La meta en comunicaciones digitales es conseguir un determinado
valor deBER con la minima energia por bit posible.
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Otra posible representacion del rendimiento puede ser la que nos da el comportamiento
del BER frente a la relacion sefial ruidV R. Esta representacion nos dara la sensibilidad
del sistema. La sensibilidad podra ser mejorada incrementando el periodo del bit a diferencia
de la eficiencia que es independiente de dicho valor. La representacion frente\aila
suele ser usada en sistemas de comunicacion analdgica, en este caso en lugar de hablar de la
relacion de bits erroneoBER serd mas correcto hablar de la relacion de sefial errSit,

Generalmente dos clases de ruido pueden ser encontradas o diferenciadas en un canal
de comunicaciones. El primero, ruido Gaussiano, sera nuestra mayor preocupacion a la hora
de disefiar y evaluar moduladores y demoduladores para la transmisién de datos. Las fuentes
de ruido Gaussiano son muchas e inevitables. En ellas se incluyen, entre otros, el ruido de
disparo producido por los equipos de transmision y recepcion, el ruido térmico introducido
en el medio de transmision y la radiacion recogida por la antena receptora. De acuerdo al
teorema del limite central, cualquier ruido que resulta de los efectos combinados de muchas
fuentes independientes tiende a ser distribuido de forma gaussiana. Como consecuencia de
esta omnipresenciay debido a la relativa facilidad con la que se puede tratar matematicamente,
el ruido Gaussiano ha sido empleado casi exclusivamente en modelos de modulacién de canal
en la moderna teoria de las comunicaciones.

Un segundo tipo de ruido conocido como ruido de impulso es caracterizado por
largos intervalos tranquilos, seguidos por picos de muy altas amplitudes que podrian ser
predichos por leyes de distribucion gaussiana o normal. Este tipo de ruido tiene como origen
muchas fuentes naturales y otras debidas al hombre, incluyendo relampagos, interrupciones
transitorias, atenuaciones de microondas y golpes accidentales durante el mantenimiento del
trabajo. En la red telefonica, por ejemplo, el ruido de impulso causa la mayoria de los errores
en transmisién de datos a baja y media velocidad. La dificultad de medir y caracterizar
matematicamente este tipo de ruido ha impedido cualquier trabajo analitico significativo en
este area, excepto con impulsos de alta densidad (donde el teorema del limite central empieza
a aplicarse asi que el ruido se aproxima al Gaussiano con pequefios términos de correccion).
Sin embargo, el limitado trabajo analitico que ha sido desarrollado siempre ha mostrado que
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si los sistemas de transmisién de datos son ordenados por su relativo rendimiento en presencia
de ruido Gaussiano esta clasificacion también serd valida para ruido de impulso. Este mismo
fenémeno ha sido observado también en los andlisis experimentales con lo que se utilizara
para justificar la utilizacién de ruido Gaussiano en los analisis de rendimiento.

Las razones para no incluir ruido de impulso en el modelo del canal para modulacion
siguen las obvias consideraciones de correcta caracterizacion y facil tratamiento matematico.

3.2 Sistemas de Espectro Expandido

En los Ultimos afios ha surgido un creciente interés en sistemas que expanden
intencionadamente su contenido de frecuencia. El objetivo de dichos sistemas es expandir
de forma consciente el espectro de la sefal para disminuir la densidad espectral transmitida
hasta un nivel que se encuentre por debajo del nivel de ruido térmico de cualquier receptor no
deseado. Ademas, estos sistemas se pueden utilizar como proteccion contra interferencias
intencionadas [Dixon, 1994; Viterbi, 1995]. De este modo se entiende que la tecnologia
de espectro expandido haya sido usada primeramente en comunicaciones militares donde lo
que se busca es la superacion de los efectos de interferencias intencicjaadand), vy
la cobertura de la sefial de oyentes no deseane®(tnesy Ambos propdsitos pueden ser
alcanzados expandiendo el espectro de la sefial y haciéndola virtualmente indistinguible del
ruido de fondo.

En respuesta a la creciente demanda de las comunicaciones maviles y portatiles, la
tecnologia digital de espectro expandido ha logrado una mayor eficiencia del ancho de banda
permitiendo un incremento en el nimero de usuarios de un sistema multicanal con respecto a
otras tecnologias tanto analdgicas como digitales.

Literalmente un sistema de espectro expandido es aquel en el que la sefial transmitida es
expandida sobre una ancha banda de frecuencias, mucho mas amplia que la minima requerida
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para transmitir la informacién que se desea enviar [Dixon, 1994].

Los sistemas convencionales de espectro expandido usan secuencias pseudoaleatorias
de expansioén para distribuir la energia de la sefial de informacién sobre un ancho de banda
mayor. La sefial transmitida presenta un aspecto similar a una sefial aleatoria de ruido
dificultando la deteccién del mensaje, ademas dada su baja densidad espectral resulta dificil
saturar la sefial.

La base de latecnologia de espectro expandido es expresada por C. E. Shannon a través
de la capacidad del canal.

C =wlogy(1+ S/N) (3.1)

donde C es la capacidad en bits por seguadel, ancho de banda en hertzidé la potencia

del ruido y .S la potencia de la sefial. Esta ecuacién muestra la relacion entre la capacidad
del canal para transmitir informacion libre de errores comparada con la relacion sefial-ruido
existente en el canal y el ancho de banda usado para transmitir informacion.

Permitiendo a C ser la relacion de informacion del sistema y cambiando las bases
logaritmicas, se tiene que:

Q

— =144In(1 + 5/N) (3.2)

y paraS/N pequefios, por ejemplo, menores que 0.1 (tal como uno desearia para estar en un
sistemaantijam).

S
= L4 (3.3)
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por la expansion del logaritmo se tiene que

N 1.44w
_ NC
v S

Asi, se llega a que para usdy R dada se puede disminuir la relacion de informacion
erronea incrementando el ancho de banda usado para transferir informacion.

Los sistemas de espectro expandido aumentan de manera intencional el espectro
modulado, independientemente de la modulacién de datos. La utilizacion de espectro
expandido permite compartir una banda dada para transmisiones mdultiples con sélo una
minima interferencia entre usuarios. Este tipo de multiplexion se llama acceso mdltiple por
division de codigo (CDMA). El espectro expandido tiene ventajas en cuanto a comunicaciones
seguras, sistemas de direccionamiento selectivo, proteccién contra perturbacion de banda
angosta y desvanecimiento selectivo [Viterbi, 1995].

Las sefiales cadticas presentan un ancho espectro, de ahi que se considere su utilizacion
en los esquemas de comunicacion con espectro expandido, ya que un sistema cadtico se
puede tratar como un caso especial de un generador de secuencias pseudoaleatorias con la
principal diferencia de que un sistema caético posee un ndimero infinito de estados analégicos,
mientras que un generador pseudoaletorio presenta un nimero finito de estados digitales. Una
secuencia aleatoria es producida visitando cada estado del sistema una vez de una manera
determinista. Si tenemos un ndmero finito de estados para visitar, la secuencia de salida sera
irremediablemente periddica. En contrapartida, si disponemos de un generador caético se
podra visitar un niamero infinito de estados de una manera determinista y por lo tanto producir
una secuencia de salida que nunca se repita.

Con las técnicas de modulacion y demodulacion apropiadas, la naturaleza
aparentemente aleatoria y las propiedades espectrales similares al ruido de las sefiales cadticas
pueden ser usadas para proporcionar simultaneamente la expansiéon y modulaciéon de una
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transmision. Es mas, la simplicidad de los circuitos analdgicos involucrados podrian incluso
permitir alta velocidad y baja potencia en la transmision.

3.3 Senales Caotticas en Comunicaciones

3.3.1 ElPorqué de Usar Portadora Cadtica

Los esquemas de comunicaciones digitales convencionales hasta ahora usaban sefales
sinusoidales obteniendo excelentes resultados ademas de gozar de la ventaja de una facil
implementacién, cabe preguntarse entonces, ¢por qué cambiar la portadora?.

Cuando se usa una portadora sinusoidal, la potencia transmitida se concentra en una
estrecha banda, dando lugar a una elevada densidad espectral de potencia y esto implica una
serie de desventajas.

La propagacion multicamino presente en la mayoria de la aplicaciones de radio como
por ejemplo en la telefonia movil o en las redes LAN provoca una importante atenuacion sobre
la estrecha banda de frecuencias. Lo que se traduce en una mN\bRjlegando incluso
a producir pérdidas en sistemas de banda estrecha. Por otro lado la alta densidad de potencia
transmitida en los sistemas de banda estrecha da lugar a altos niveles de interferencia con otros
usuarios dificultando las comunicaciones de radioaficionados y facilitando la probabilidad de
su intercepcion. Ademas las sefiales de banda estrecha son sensibles a interferencias de banda
estrecha.

Todos estos inconvenientes pueden ser solventados como vimos en la seccién anterior
a través de las comunicaciones de espectro expandido, donde ademas de los esquemas
convencionales de modulacion digital se usa una secuencia pseudoaleatoria para expandir
el espectro de la sefial transmitida. Sin embargo, las comunicaciones de espectro expandido
requieren una circuiteria adicional para los procesos de expansion y compresiéon. Por ello
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las sefiales cadticas, que poseen un espectro de banda ancha y pueden ser generadas con
una circuiteria relativamente sencilla, se consideran como la solucion idénea al coste de las
comunicaciones de banda ancha [Halle et al., 1993].

Las primeras intrusiones del caos en el campo de las comunicaciones tuvieron lugar
tras el descubrimento del fenédmeno de sincronizacién cadtica presentado en el capitulo 2.
La capacidad de sincronizar dos sefiales cadticas permitia la utilizacion de dichas sefales en
receptores coherentes. Desde entonces, muchos han sido los trabajos publicados en los que
se presentan diferentes esquemas de comunicacion basados en el caos, todos ellos con ideas
innovadoras y la mayoria de ellos apoyandose en las ventajas de la sincronizacion [Parlitz
et al., 1992; Yang & Chua, 1997; Marifio et al., 1999; Minai & Anand, 1999a;1999b]. Una
de las facetas que también se pretende explotar en el campo de las comunicaciones es la
de la seguridad en las mismas. Muchos son los trabajos que presentan al caos como una
funcion de encriptacion capaz de salvaguardar la informacién de forma segura e inviolable,
sin embargo, continuamente surgen trabajos capaces de violar dicha seguridad [Short, 1994;
Pérez & Cerdeira, 1995; Zhou & Chen, 1997; Yang et al., 1998b].

La idea de codificar informacién en series temporales cadticas se ha propuesto como
una prometedora herramienta en el campo de las comunicaciones seguras. Siguiendo esta
idea se propusieron diferentes aproximaciones con vista a su implementacion y aplicacion
experimental. Sin embargo, el problema de extraer informacion enmascarada con caos
ha sido discutido desde diferentes perspectivas. Asi Pérez y Cerdeira, muestran que es
posible encontrar algin mapa de retorno adecuado que permita que la informacion sea
extraida [Pérez & Cerdeira, 1995], Zhou y Chen usan una aproximacion similar cuando la
informacion es enmascarada en mapas simétricos [Zhou & Chen, 1997]. Esquemas recientes,
basados enredes neuronales y funcionales proporcionan un método global para desenmascarar
informacion basado en la aproximacion a la estructura determinista del sistema cadtico usado
para codificar informacion [Yang et al., 1998a; Guedes de Oliveira & Jones, 1998; Castillo
& Gutiérrez, 1998]. Técnicas basadas en el andlisis del espectograma de la sefial transmitida
permiten la decodificacion de mensajes binarios [Yang et al., 1998b]. Estas técnicas y otras
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muchas no mencionadas [Short, 1994; 1996], ponen de manifiesto la vulnerabilidad de los
actuales esquemas a la decodificacion por parte de receptores no deseados. De todos modos,
la verdadera importancia de usar sefiales caéticas no radica en su faceta encriptadora, sino en
su ancho espectro de banda, el cual realmente juega un papel importante dentro del campo de
las comunicaciones de cara al desarrollo de las comunicaciones de espectro expandido.

Nuestro cometido ser4 el estudio detenido de diferentes esquemas de sincronizacion
cadtica de cara a una implementacion real, porque como en todo la sincronizacion no sélo
tiene ventajas sino que también presenta una serie de inconvenientes.

3.3.2 El Porqué de la Sincronizacion Cadtica

En el capitulo anterior se han discutido los aspectos mas generales de la sincronizacién
caodtica y los modos de conseguirla. Una combinacion de sincronizacién e imprevisibilidad
de sistemas no lineales deterministicos conduce a algunas aplicaciones de comunicaciones
potencialmente interesantes.

Los primeros intentos para usar sefiales aleatorias en comunicaciones seguras fueron
probablemente debidas a \ernam, las cuales datan de 1926 [\ernam, 1926; Lakshmanan
& Murali, 1996]. Desde entonces tal uso ha supuesto una considerable relevancia en
campos como la criptografia. La importancia del concepto de sincronizacién caética en
comunicaciones seguras ha sido rapidamente destacada por el procesamiento de sefial,
circuitos y comunicaciones de sistemas. En particular, Cuomo y Oppenheim han presentado
algunas importantes aplicaciones en forma de modulaciéon y enmascaramiento cadtico y
Chaotic switching[Cuomo & Oppenheim, 1993]. Especificamente, estos autores han
mostrado como el concepto de sincronizacién puede ser usado para enmascarar informacién
afiadiendo una sefial cadtica a una sefial de voz que se desee transmitir. La sefial cadtica usada
como una sefial ruidosa es recuperada por el receptor gracias al fenémeno de sincronizacion,
la sefial de voz se obtiene por simple sustraccion de la sefial recibida de la sefial original
generada en el receptor. Mas recientemente, Kocarev ha aplicado las ideas de Pecoray Carroll
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y de Cuomo y Oppenheim en el contexto del enmascaramiento cadtico. Una variacion de la
transmision enmascarada podria ser la de un mensaje binario producido gracias a la variacion
de un determinado parametro del sistema [Kocarev et al., 1992; Dedieu et al., 1993].

En particular, dadas las caracteristicas de las sefiales cadticas existe un enorme interés
en la explotacion de las propiedades del caos en comunicaciones de espectro expandido [Halle
etal., 1993; Hayes, 1993]. La principal ventaja de la sincronizacion de cara a su aplicacion en
el campo de las comunciaciones es que posibilita la implementacion de receptores coherentes
[Lange 1966; Viterbi, 1996]. La caracteristica mas significativa de un receptor de este
tipo, en un sistema convencional con una portadora sinusoidal, es que recuperando una
Unica sefial, la portadora, y regenerando la funcién cuadratura base, por medio de un simple
desplazador de fase, puede generarse un par de funciones base ortonormales. Con ello se
posibilita la utilizacidon de un enorme conjunto de sefiales (25@ &N, modulacion de
amplitud en cuadratura, por ejemplo). Ademas, los receptores coherentes presentan un mejor
comportamiento ante el ruido que su contrapartida no coherente.

Sin embargo, no todo son ventajas, existen costes significativos asociados al fenémeno
de la sincronizacién, asi se tiene el tiempo de sincronizaciony graves problemas con la pérdida
de sincronizacion. Es mas, recientes estudios sugieren que los esquemas de sincronizacién
no se muestran lo suficientemente robustos para ser usados en canales ruidosos [Kolumban
etal., 1997; 1998].

Los receptores coherentes, explotando el fendmeno de sincronizacion, ofrecen el mejor
rendimiento siempre y cuando la sincronizacion pueda ser mantenida. Sin embargo, no
ofrecen un rendimiento 6ptimo sif&V R es baja, las condiciones de propagacion son pobres,
las propiedades del canal varian temporalmente o si la probabilidad de pérdida de sefial es
relativamente alta. En estos casos un esquema de modulacion mas robusto t&S&mo
(conmutacion frecuencia) con un receptor no coherente seria el mas adecuado. Una desventaja
a mayores de un receptor coherente desde el punto de vista de la implementacion es que
generalmente requiere una circuiteria mas complicada que su contrapartida no coherente.



Capitulo 4
Esquemas de Sincronizacion y Modulacion

Dados los numerosos esquemas de sincronizacion cadtica que continuamente surgen
con vistas a una aplicacion real en el campo de las comunicaciones [Kocarev et al., 1992;
Halles et al., 1994; Alsing et al., 1997; Lee et al., 1997] y siendo conscientes de las
limitaciones del uso de la sincronizacion cadtica en un sistema de comunicaciones, se propuso
analizar el rendimiento de algunos de estos esquemas en un canal ruidoso [Lorenzo et al.,
1998]. En particular se eligieron tres esquemas: el esquema de Pecora y Carroll (por ser de
los primeros en aparecer), un segundo esquema en el que la sincronizacién se lleva a cabo a
través de una sefial cadtica complejay, por Ultimo, un tercer esquema basado en el seguimiento
o control del error de sincronizacion. A lo largo de este capitulo se presentaran los tres
esquemas y se analizara su rendimiento en un canal perturbado por ruido blanco Gaussiano.
Una vez comprobados dichos esquemas, se procedera a la eleccién del mas adecuado para
ser implementado en un sistema de comunicaciones y se estudiara su eficiencia y sensibilidad
para distintos esquemas de modulacion.

4.1 Sincronizacién con el Esquema de Pecoray Carroll

Tal vez por ser el pionero en su estudio cabe hacer una alusion especial al acoplamiento
presentado por Pecora y Carroll [Pecora & Carroll, 1990; 1991].

En el esquema de sincronizacién propuesto por Pecora y Carroll un sistema dindmico
caotico de dimensiow,

i~ () 4.1)
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con una salida escalaft) = h(z), es dividido en dos subsistemagsy z- respectivamente:

T = fi(ry,22) (4.2)
oy = fa(wo,g(t))

dondex = (z1,x2), Y g(t) = h(z1(t),z2(t)) es la salida escalar del sistema conductor.

La divisién del sistema se hace de tal modo que los exponentes de Lyapunov condicionales
(CLEs) del segundo subsistema son negativos. De este modo dichos exponentes caracterizan
la estabilidad del segundo subsistema cuando es conducido por lg&gfiaEn el caso

de que todos los exponentes sean negativos la trayeetdtinsera estable. Esto significa

gue los estados de dos o mas copias del segundo subsistema sincronizaran idénticamente
al ser conducidos por la misma se@l). En términos de sistemas de comunicaciones, el
sistema conductor produce una funcién base cagtitaque es asumida por simplicidad

a ser transmitida directamente a través del canal de comunicaciones y recibida, ruidosa y
distorsionada, como(t). Dado que el objetivo de la sincronizacion en un receptor coherente

es estimar la funcién base originglt), a partir der(t) # g(t), el papel que debe jugar el
sistema respuesta es el de recuperador de dicha funcién base original. La recuperagion de

no es suficiente sino que es necesario recuperar tgrtomoxs . Por ello, se extendera el

caso a un sistema de sincronizacion en cascada afiadiendo un segundo subsistema al primero.

T f1 (&1, 29) (4.3)
v fa (Z2,7(t))

B ST
=
I

8
[\
I

De nuevo si los CLEs son todos negativasy0) es suficientemente cercana#0),
entonces ambas sefiales convergeran asintéticamente y lo mismo ocurrita para De
este moddgj(t) = h(Z1(t), Z2(t)) convergera g(t) recuperandose la funcion base original a
partir de la sefial transmitiddt).



4.1. Sincronizacién con el Esquema de Pecoray Carroll 31

El esquema de sincronizacion de Pecora y Carroll [Kolumban et al., 1997] se
fundamenta en una técnica de estimacion en lazo abierto, donde lo que se pretende es
reconstruir el estade del transmisor a partir de una version ruide$s) de una funcion
baseg(t). Los estimadores en lazo abierto son especialmente sensibles al ruido. La Fig.
4.1 muestra el esquema de sincronizacion desarrollado por Pecora y Carroll ampliado al
caso de sincronizacién en cascada para su aplicacién a las comunicaciones en un sistema
tridimensional.

Sistema Conductor : Sistema Receptor :
& = f(z,y,2) i = f(",y',2")
y = g(z,y,2) ¥ =g(z,y,2)
2 = h(z,y,2) Z = h(z,y,2) =gy, 2"
X b x"
L
3 y
!
y
Z ZF Z”
Conductor s ~ =
Receptor

Figura 4.1: Diagrama del esquema de sincronizacion en cascada de Pecora y Carroll. En este caso

T = f(x)x T2 = f(ylvzl)x i'l = f(y/)! i'2 = f('I”vZ”)'



32 Capitulo 4.- Esquemas de Sincronizacién y Modulacién

4.1.1 Modelo Numérico

La implementacion de este esquema de cascada presentado por Pecora y Carroll se ha llevado
a cabo con el circuito de Chua (ver apéndice A). El comportamiento dinAmico es descrito por
el siguiente sistema de ecuaciones:

Sistema Conductor:

dl}l o Vg — U1
e Y
dve  vi_ve .
CQE = R +1r (44)
din - _ —vg — Tt
dt - 2 rotlL
Sistema Respuesta:
Subsistema 2:
do r(t)_v R
zd—; UGS (4.5)
di R .
Ld—f —V2 — TolL
Subsistema 1:
dvy D — 1y .
ST R g(01) (4.6)

dondevy, v, representan la tensién que cae en los condensa@preg’s, respectivamente,

y iy es la corriente que atraviesa la bovibalel circuito de Chua del sistema conductor.
La funciong(v) = Gyv + 0.5(Ga — Gp)(|v + Bp| — |v — Byl es la funcién lineal a trozos
caracteristica del diodo de Chua. Las variable$,, eiy,, representan las variables analogas
del circuito respuesta. Por Ultimo(t) es la sefial de sincronizacion que conecta al sistema
conductor con el sistema conducido.
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4.2  Sincronizacion a través de Sefales Cadticas Complejas

El segundo esquema de sincronizacion escogido para su andlisis es un esquema de
sincronizaciénmaestro-esclava través de una sefial cadtica compleja. En este esquema
el proceso de sincronizacion con sélo una variable ha sido extendido al caso en el que las
variables del sistema conductor son adecuadamente combinadas para dar lugar a una sefial
caotica compleja que conduzca el sistema respuesta. Esta combinacion puede ser considerada
como una llave de encriptacion que introduce una complejidad afiadida a la modulacién
cadtica mejorando la robustez del esquema de sincronizacién. Diferentes combinaciones de
las variables del esquema conductor han sido consideradas buscando el mejor rendimiento de
la sincronizacion ante la corrupcion del canal por ruido blanco Gaussiano, AVGN.

Seguidamente se presenta la idea basica para construir el esquema de sincronizacion

através de una sefial cadtica compleja [Murali & Lakshmanan, 1997a, 1997b]. Se considera
un sistema no lineaV - dimensional exhibiendo comportamiento caético.

7= f(2) 4.7)

El sistema de sincronizacion presenta la siguiente forma:

Sistema Conductor

Fo= f@) + e(o(t) — 25(0)) (4.8)
o= f)+eult)—y;t)

Sistema Respuesta:
Fr= f(T7) + € (" (1) — (1)) (4.9)

donde f(Z), f(¥), f(&") son sistemas idénticos ¢y " representan los valores de los
parametros de acoplamiento unidireccional. Cuandp = y;(t) y u(t) = x;(t), los dos
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sistemas dinamicos constitutivos del sistema conductor son acoplados mutuamente a través de
la variablej-ésima[Chua et al., 1993a; 1993b; Del Rio et al., 1994]. Para un valor adecuado
dee, ambos subsistemas del sistema conductor (EqQ. (4.7)) sincronizan uno con el otro siendo
considerados como un Unico sistema.

Una situacién similar se da en la Eq.(4.9), donde ahd(8 = v(t) es la sefial de
control ye” el parametro de acoplamiento unidireccional.

La sincronizacién entre los subsistemas del conductor ocurre si el sistema dinamico
que describe la evolucidn de la diferenéia- & — 7/,

it — (4.10)

tiene un punto fijo estable en el origén- 0. Andlogamente la sincronizacion entre el sistema
conductor y el sistema respuesta, Egs. (4.8) y (4.9) respectivamente, requiere que

&= — i (4.11)

tenga un punto fijo estable en el origéh = 0. Esto implica que el mayor exponente de
Lyapunov de Eq.(4.9) sea negativo bajo la influencia de la sefial caétitacuando ésta
actle en la variableésimadel sistema respuesta. Esto puede ser probado con mas exactitud
usando las funciones globales de Lyapunov [Lakshmanan & Murali, 1996].

Como ya se menciond anteriormente, el esquema que aqui se trata se caracteriza por
la extension de la sincronizacion con una varigblét) = y;(t)) al caso en el que la sefial
de control o sincronizacién es una sefal cadtica compleja, resultado de la combinacion de las
distintas variables del sistema conductor. Las combinaciones que se lleven a cabo podran
ser tanto lineales como no lineales y un lazo de realimentacion sera implementado en el
sistema respuesta para conseguir la sincronizacion entre las variables del sistema respuesta
y las variables del sistema conductor [Murali & Lakshmanan, 1997a, 1997b].

El modelo puede ser esquematizado tal y como se ve en la Fig. 4.2.
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x()

yi(t)

z(t)

1

s(t)

Transmisor

Canal + Ruido

d@®

N

X 4@

« ¥i(t)

r'(t)

z(t)

Receptor

Figura 4.2: Modelo de sincronizacién con una sefial cadtica compleja.

421 Modelo Numérico

El circuito que se ha usado para implementar el esquema de sincronizacion presentado en la
seccion anterior es el bien conocido circuito de Chua [Chua etal., 1993a; 1993b] (ver apéndice
A). Larazdn de esta eleccién se basa en su sencilla implementacion real.

Las ecuaciones del modelo son presentadas como

Sistema Conductor

dUl
Vat
dUQ
2t
diL
dt

Vg — U1 v(t) — vy
7 g(v1) + i
V1_V9 .
r L
—Vg — TOiL



36 Capitulo 4.- Esquemas de Sincronizacién y Modulacién

’ ! !

dvll Vg — v u(t) — vy

_ = 1 — !
Ch 7 = g(vy) + R, (4.12)
dv. v J}l v
Cg—df = 2 = 24
di , .,
_dtL = —vy —Toip

dondev; y v, representan la tension que cae en los condensadpyeSs, respectivamente, y

iy, es la corriente que atraviesa la bovihdel primer circuito de Chua del sistema conductor.

Las variables)|, v, €, son las correspondientes al segundo circuito de Chua constitutivo
del sistema conductor. La funcién lineal a trozos caracteristica del diodo de Chua viene dada
por g(v) = Gyv + 0.5(Go — Gp)([v+ By| — [v — By|. Siv(t) = vi(t) y u(t) = vi(t)
entonces para los valores apropiados de la resistencia de acoplaRiesntabos circuitos
sincronizaran. Después de la sincronizagipr= v, vy = vy, yiy =i;.

Como sefal de transmision se considerara la sefial cadtica complgja=
h(v},vy,i7 ), dondeh(-) puede ser una combinacion lineal o no lineal de las variables del

sistema conductor.

Sefal Transmitida a través del canal de informacion:

d(t) = v(t) + Kq+<(t) (4.13)

dondec(t) representa ruido blanco Gaussiano de media cero, con la siguiente funcion
de correlacién<g(t),g(t’)> = 2D6(t — t'). Un lazo de realimentacién adecuado es
implementado en el receptor cofi” = h(vy,vy,i, )y v"(t) = d(t) — K" para conseguir la
sincronizacioén entre el sistema transmisor y el sistema receptor.

Sistema Respuesta:

df gl ()

T R )

d'l" T T

o2 = A2y (4.14)

dt R
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di,
dt

o r T
= —vy —Troly,

dondewy, v e i} son la caida de tension &ty y Cs, y la corriente a través dé,
respectivamente, del circuito de Chua del sistema respuesta o receptor.

4.2.2 Montaje Experimental

La implementacién experimental del esquema descrito en la seccion anterior se ha llevado
cabo con circuitos de Chua [Chua et al., 1993a; 1993b] (ver apéndice A). La Fig. 4.3 muestra
el esquema del montaje experimental.

TRANSMISOR RECEPTOR

Figura 4.3: Montaje experimental. Los componentes son definidos cofne= 10nF',
Cy =100nF,L = 10mH,ro = 202, R =1.1KQ, R, = R. = 2.5K(). Los buffers han sido
realizados con operacionales AD718, y K, son las llaves de encriptacion del transmisor y
receptor respectivamente. ANVGN representa una fuente de ruido blanco gaussiano y HC un
comparador de histéresis.

Los bloquesK, y K, representan las combinaciones de las variables para generar
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y descomponer la sefial cadtica compleja, respectivamente, ANGN es una fuente de ruido
blanco Gaussiano y HC un comparador de histéresis.

En nuestro sistema los parametros del circuito de Chua fueron fijados &'iset:
10nF, Cy = 100nF, R = 1.1KQ, L = 10mH, ro = 209 (valor de la resistencia interna
de bobina en el circuito fisico}7, = —1.143mS, G, = —0.7143mS,y B, = 1V. Las
tolerancias de los componentes usados1$on5% y 10% para resistencias, condensadores
y bobinas, respectivamente. Para estos parametros el circuito de Chua exhibe un atractor
cadtico denominaddouble-scroll La introduccién del ruido en el montaje se lleva a cabo

con un sumador.

Figura 4.4: Fotografia del montaje utilizado para la toma de datos experimental.

El disefio de dicho montaje fue llevado a cabo con el simulador Orcad sobre 2 circuitos
impresos independientes, transmisor y receptor, posibilitando las entradas y salidas apropiadas
paralatoma de datos. El disefio se construy6 lo mas versatil posible con vistas a cambios en la
configuracién de la encriptacion, en la introduccion del ruido y en la configuracion del canal.

El circuito fue muestreado con un osciloscopio digital (Hewlett-Packard 54825A) con una
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relacion de muestreo maxima flex 10° muestras por segundo, una resolucion de 8 bit A/D,

y una longitud de registro de 32000 puntos. El aspecto final del montaje se puede ver en la
Fig. 4.4. El ruido Gaussiano ha sido obtenido de un generador de funciones (Hewlett-Packard
33120A) con distribucién gaussiana y media cero tal y como se puede ver en el apéndice B.

4.3  Sincronizacion con Realimentacion de Salida Dinamica

El tercer esquema de sincronizaciébn que se ha considerado ha sido el esquema
de sincronizacidrmaestro-esclavgpara sistemas de Lur'e [Suykens & Vandewalle, 1997;
Suykens et al., 1997b] propuesto por J.A.K. Suykenal. en 1997, que se basa en la
modulacién de un vector campo por medio de una sefial que actia como mensaje. En este
esquema se introduce una nueva interpretacion de la sincronizacion basada en el seguimiento
del error de sincronizacion [Suykens et al., 1997a; Suykens et al., 1997c]. El papel del
esquema de sincronizacion es minimizar la influencia de la sefial externa sobre la salida
regulada. La sefal de entrada externa contiene el mensaje y las perturbaciones del canal.
El disefio de este esquema de sincronizacién se basa en desigualdades de matrices que siguen
las condiciones de difusividad con ganancia fiditadel esquema de sincronizacion [Curran
& Chua, 1997; Curran et al., 1997]. El siguiente sistema de ecuaciones representa este tercer
esquema,

v { & = Az + Bo(Cxz) + Dd
M
p=Huz

S{ 2= Az+ Bo(Cz)+ Fu (4.15)

q=Hz
O{ p=FEp+Gp+c—aq)
u=Mp+N(p+c—q)
donde M representa el sistenhMaestrq S el sistemaEsclavoy C el Controlador de
realimentacion de la salida dindmica lineal. Los subsistemas tienen los vectores de estado
x,2€ R", n€ R™, pc R™ ylos vectores de saliga g € R', u € R™, d € R. Por ultimo,
¢ € R' corresponde a una entrada perturbadbre: < n).
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En el transmisor o sistenmaaestrose lleva a cabo la aplicacion de una transformacion
lineal H € R™™ sobre el vector:. El vector resultantg es la sefial transmitida a lo largo
del canal que se presenta como un canal ruidoso perturbado por la sdffalel sistema
respuesta esclavo S, se aplica una realimentacion con salida dinamica teniendo en cuenta
la diferencia entre las entraday ¢ del controlador descrito por el sistema de matrices
Rrexne G e R*!, M € R™*"e, N € R™*!y F € R**™, Por otro lado, los sistemas de
Lur'e vienen dados por los sistemas de matriéesA; € R™**", By Bs € R~ y (4, Cs
€ R™>*™ donden,, correponde al niUmero de unidades escondidas. La no linealifiad
R™ — R™ se asume perteneciente al intervi@lok]. En el sistemanaestroo transmisor
el vector campo es modulado por medio del términbcon D € R™*!. En los sistemas de
Lur'e cadticos la norma dB es elegida lo suficientemente pequefia, comparada con las otras
sefiales del sistemas dinamico, para esconder la sefial mensaje dentro del atractor cadtico.

Para este caso particular, el controlador disefiado basado en un problema no lineal de
optimizacioén que tiene en cuenta el ruido del canal [Suykens et al., 1997a] corresponde a un
controlador de primer orden con los siguientes valores para sus para(ietesi/, N) =
(—0.1403,0.6492, —0.8758,9.9394). El parametra; representa el ruido blanco Gaussiano
que contamina el canal de transmision.

De una manera esquematica la Fig. 4.5 muestra los distintos bloques dados por el
sistema de ecuaciones. El vector campo de modulacion es apliddgmamedio de la sefial
d, la cual es la salida del filtr& con un mensaje de entraclaLas salidas d&/ y S sonpy g,
las cuales son transformaciones lineales de las variables de estagdoespectivamente. La
sefialp se envia a través del canal y se corrompe por medio de la sefial de.ruida sefial
continua definida a partir del error de precision en la sincronizacion del esquema conduce el
sistemaS con la ayuda del controladar.
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Figura 4.5: Esquema de sincronizacioR representa un filtro pasabajas que introduce la segal
el transmisor) representa el transmisor o sistema maestrel sistema respuesta o esclabel
controlador ¥ el ruido que contamina al canal.

El objetivo principal de este esquema de sincronizacion es el disefio de un controlador
C tal que el error de sincronizaci@n, definido comoe, = x — 2, tienda a cero cuando

t — oo.

4.3.1 Modelo Numérico

En esta seccidn se aplica el método de sincronizacion con realimentacién de salida dinamica
al circuito de Chua. Si consideramos la forma adimensional de las ecuaciones del circuito de
Chua (ver apéndice A) tendremos,
1 = afzg — h(zy)]
.fz =T — T+ T3 (416)
&g = —fay
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dondeh(z;) = m1$1+% (mg —mq) [|x1 + ¢|—|x1 — ¢|] y los parametroéux, 3, mg, my, ¢)
toman, respectivamente, los valof6s14.286,—1/7,2/7,1) que nos dan comportamiento
cadtico sobre un atractodouble-scroll  El rango de la no linealidadr(z;,) =
0.5 (Jz1 + 1] — |z1 — 1|) es el intervalo [0,1].

El circuito de Chua puede ser interpretado como un sistema de Lufe Az +
Bo(Czx) donde

—amy a 0 —a(mop —my)
A= 1 -1 1 |,B= 0 ,C’z[l 0 0] (4.17)
0 -b 0 0

4.3.2 Montaje Experimental

La construccién de este esquema se ha llevado a cabo con circuitos de Chua dada su facil
implementacion. Las ecuaciones que definen el montaje son,

Sistema Transmisor:

dl}l o Vg — U1
O 7 )
dvg Vi_vy .
— = 4.18
Cs 7 7 +1ip ( )
din —vg — 1ot
dt 2 rolr
Controlador:
Vg = U1 — Ull
ol - e (4.19)
*dt Ry R, ‘
Vp + Vg

le =



4.4. Resultados de la Sincronizacion

Sistema Receptor:

dvll
dt
dvlz
dt
diy
dt

Cy

Cy

43

’ !

Vy — Vg ’
— Ie
R g(vy) + Iea

’ ’
v V. ’
1—Y2 .

+

R L

(4.20)

’

’
—Voy —T0lp,

La funcion lineal a trozos caracteristica del diodo de Chua viene dad@ o= Gyv +
0.5(Go—Gs)(|lv + Bp|—|v — B,|. LaFig. 4.6 muestra el esquema del montaje experimental.

Canal + Ruido

TRANSMISOR

CONTROLADOR

RECEPTOR

Figura 4.6: Montaje experimental. Los componentes utilizados $8n= 10nF', Co = 90nF,
L =1285TmH, G =0.7mS, Ry = 10182.26Q, R; = 24973.46%2, R4 = 1293.55(2,
Ry = Ry = R3 = R = 10k$2, R5 = 8706.4552.
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4.4  Resultados de la Sincronizacion

Una vez presentados los modelos de sincronizacién, seguiremos con el estudio de su
rendimiento cuando el canal de comunicacion es contaminado con ruido Gaussiano. Las
razones de usar este tipo de ruido han sido ya dadas en el capitulo anterior. En el caso
particular del esquema de sincronizacién a través de sefiales cadticas complejas, dicho estudio
serd llevado a cabo para diferentes combinaciones de las variables del sistema conductor, en
busca de la mas eficiente.

El rendimiento del esquema de sincronizacion se ha calculado en base al estudio de la
pérdida de sincronizacion experimentada por el esquema cuando el canal es distorsionado por
ruido blanco Gaussiano. La pérdida de sincronizacion la caracterizaremos por el parametro
L, definido a través de la siguiente expresion,

Jalg + s(t))dt>

T (4.21)

Ly = 10logyg <

dondes(t) representa el ruido del canaly) la sefial del sistema conductogft) la sefial en
el sistema respuesta. Si desarrollamos la expresion anterior, nos queda,

[ (g9 + §<(t))dt>
[ g?dt

= 10lo
er(t)=a(t)—g(ty X0 <

= 10log1o <]. +

Ls == 10[0910 <

J(es(t)g + gg + es(t)s(t) + gs(t))dt
[ g?dt
[(es(t)g + es(t)s(t) + g§(t))dt>
[ g?dt

> 4.22)

En el caso de que el canal se encuentre libre de ruift9, = 0, y de que la
sincronizacion sea perfecta, es decir, el error de sincronizagi@nh = 0, la pérdida
de sincronizacion sera nula. Probablemente existan otros pardmetros mas adecuados para
precisar la pérdida de sincronizacion de un sistema, pero la eleccion de éste se basa en su facil
interpretacion.



4.4. Resultados de la Sincronizacion 45

A continuacién se presentaran los resultados obtenidos en el analisis de la robustez de
los tres esquemas de sincronizacién en términos de la pérdida de sincronizacion. Para ello lo
que se hizo fue contaminar el canal de transmision con ruido blanco Gaussiano analizando
la sefial recuperada para diferentes dispersiones. De este modo, si represéptaemis
a.SN R podemos ver el comportamiento del esquema respuesta, esto es, si sincroniza con el
sistema conductor o si bien sigue a la sefial ruidosa.

~
a: ] 5,.1
= y
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Fa \
1 s
L
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Figura 4.7: Comportamiento dé , para el esquema de sincronizacion de Pecora y Carroll frente a la
SNR.

Para el esquema de Pecoray Carroll la Fig. 4.7 muestra como la sincronizacién se ve
rapidamente alterada cuando el canal sufre contaminacion ruidosa. Se consideré un amplio
rango deSN R con vistas a analizar el comportamiento en las situaciones extremas de ruido
practicamente nulo y saturacién de ruido. De este modo se han logrado caracterizar dos claras
tendencias en el proceso de sincronizacion tal y como muestran las lineas punteadas de la Fig.
4.7; por un lado cuando el ruido satura el canal el sistema conducido pierde la sefial cadtica y
sigue la sefial ruidosa, recta de pendiente mientras que a medida que el ruido disminuye
se observa una disminucién exponencialddasta que alcanza valor nulo, resultado de una
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sincronizacion total entre la sefial cadtica enviada y la sefal cadtica del sistema conducido,
recta de pendient&

El estudio del rendimiento del ruido en el esquema de sincronizacion a través de sefiales

complejas se llevé a cabo con diferentes llaves de encriptacién, o diferentes combinaciones
de las variables del sistema.

La Fig. 4.8. muestra la pérdida de sincronizacién, Ec. (4.21), como una funcién de
la relacién sefial ruidd§ N R, en dB. EstaS N R ha sido calculada como la relacion entre la

potencia de la sefial enviada y la potencia del ruido introducido en el canal de transmision.

_PE"-TJ da o SNoRon s en
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Figura 4.8: Pérdida de la sincronizacion frente a la relacion sefial ruido, SNR (dB), para diferentes
funcionesk .

De todas las combinaciones o llaves utilizaddg,= vy (t) parece ser la que presenta
una mayor resistencia ante la introduccion de rujdg, en el canal. Por ello para un anélisis
en mayor profundidad de este esquema nos quedaremos con esta llave de encriptacion. Asi
pues, de ahora en adelante siempre que hablemos de un sistema de sincronizacion a través
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de sefiales complejas sin especificar la llave de encriptacion usada nos estaremos refiriendo a
’
Kd = Uy (t)

Si hacemos un barrido de intensidades de ruido que vaya dgédemuy altas a
SN R muy bajas encontraremos el comportamientd.gdenostrado en la Fig. 4.9. En esta
figura nuevamente se puede observar como para el caso en el que el canal se ve perturbado por
sefales ruidosas,N R bajas, la pérdida de sincronizacion se ajusta a una recta de pendiente
—1 tal y como cabria esperar de la Ec. (4.22), ya que a medida que aumenta el ruido, el
sistema respuesta sigue a la sefial ruidosa y no a la sefial cattica de fofaquéS N R.
Sin embargo, para valores intermedios y altoS@eR, es decir, niveles moderados y bajos
de contaminacion ruidosé,, sigue una decaimiento exponencial que termina con pendiente
cero para valores muy bajos de ruido.

E;
=

CPEIC T T

=

Férdis de Binan

——
e o L L U .|

= T B " o " = - )
LA =R ]

Figure 4.9: Comportamiento dé., en el esquema de sincronizacién a través de sefiales cadticas

complejas frente a l& N R.

Un comportamiento muy similar al obtenido en el caso del segundo esquema de
sincronizacién se ha encontrado para el esquema de sincronizacién con realimentacion de
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salida dinamica. Este resultado era de esperar ya que ambos esquemas se ayudan de una
realimentacion para mejorar la recuperacion de la sefial, cosa que no hacia el esquema de
Pecora y Carroll que simplemente se basaba en un lazo abierto. En la Fig 4.10 se ve como
L, presenta un comportamiento muy similar al del esquema de sincronizacion a través de
sefiales complejas. En el rango&l# R bajas tanto un esquema como el otro han perdido la
sincronizacion del sistema siguiendo al ruido.

T
-.'-""'J-.

-

Firdads de Eino
™

Figura 4.10: Comportamiento dé., para el esquema de sincronizacion con salida dinamica de
realimentacion.

Antes de pasar al estudio de los diferentes esquemas de modulacién vamos a comparar
el rendimiento de la sincronizacion y de un filtro pasabajas para eliminar ruido. Paraello se ha
elegido un filtro pasabajas tipo Butter de orden 7 y con frecuencia de celidza dado que
lafrecuencia caracteristica del caos con el que estamos trabajando en este estudio se encuentra
entorno a lostkHz®. No obstante, se ha ampliado un poco mas el valor de la frecuencia de

1 Recordemos que el comportamiento cadtico se caracteriza por un amplio espectro de frecuencias con una cierta

caida exponencial. Cuando decimos que nuestro caos tiene una frecuencia caractedistitzaciesremos decir
que las frecuencias restantes caen dentro de la parte mas baja de la exponencial y por lo tanto se pueden considerar
menos importantes.
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corte debido a la naturaleza del espectro cadtico.
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Figura 4.11: Curvas de amplitud y fase para un filtro pasabajas de orden 7 tipo Butterworth con una
frecuencia de corte déKHz.

La Fig. 4.11 muestra las curvas de la amplitud y fase del filtro utilizado. Como se

puede observar en la ampliacién de la curva de

ganancia los filtros tipo Butterworth (o de

aproximacién maximamente plana) se caracterizan por dar la mejor aproximacion a la curva

ideal de un filtro pasabajas en la banda pasante; pues no presentan rizo en la banda de paso y
atenuan las frecuencias no deseadas fuera de esa banda.

Como se puede ver en la Fig. 4.12, la sincronizaciéon hace de filtro del ruido del
mismo modo que el filtro pasabajas dando un rendimiento analogo frente a la contaminacion
gaussiana del canal. Sin embargo, la facilidad de implementacién de un filtro pasabajas frente
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a los circuitos cadticos hacen que sea preferible a nivel comercial el uso de filtros.
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Figura 4.12: Comparacion del rendimiento en un ambiente contaminado por ruido de un sistema de
filtrado con un filtro pasabajas tipo Butterwortlb&Hz (L 1) y un circuito caético (o).

Como conclusion de los resultados obtenidos en el analisis de los tres esquemas de
sincronizacién cadtica elegidos se puede decir que el esquema de Pecora y Carroll resulta
mas sensible a la consideracion de un canal ruidoso que los otros dos esquemas estudiados,
tal y como se puede apreciar en la Fig. 4.13, en donde se puede observar como el esquema de
Pecora y Carroll se muestra mas sensible a las perturbaciones del canal.
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Figura 4.13: Comparacion del rendimiento de los tres esquemas de sincronizacién. La linea azul
corresponde al esquema de Pecora y Carroll, la linea roja al de realimentacion con salida dinamicay la
verde al esquema de sincronizacion a través de sefiales complejas.

EnlaFig. 4.14 (a-c), donde se representa en verde la sefial recuperaday en azul la sefial
cadtica original, se puede apreciar esta mayor sensibilidad al ruido del esquema de Pecora
y Carroll en comparacion con los otros dos esquemas analizados. Si observamos los tres
diferentes diagramas de sincronizacion que se muestran en la Fig. 4.14d se puede ver como
el peor comportamiento para un nivel de ruido daag,Ny = 20dB en este caso, lo muestra
el esquema de Pecora y Carroll en amarillo, seguido por el esquema con realimentacion de
salida dinamica en verde y finalmente por el esquema de sincronizacion a través de sefiales

cadticas complejas en azul.
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Figura 4.14: Comparacion de los 3 esquemas de sincronizacién para un nivel de ruido igual a
E, /Ny = 20dB. En verde se representa la sefial recuperada y en azul la sefial original. Esquema de
Pecora y Carroll (a). Esquema de sincronizacion a través de sefiales cadticas complejas (b). Esquema
de sincronizacion con salida de realimentacion dinamica (c). Diagramas de sincronizacion para los tres
esquemas en amarillo, verde y azul, respectivamente (d).

La razén de este comportamiento viene dada por la propia construccion del esquema
en lazo abierto que presenta el modelo de Pecoray Carroll. Los otros dos esquemas hacen uso
de unarealimentacion que ayuda a mejorar significativamente el rendimiento. En el esquema
de sincronizacién a través de sefiales complejas la realimentacion es introducida por las llaves
de encriptaciénik; y K, mientras que en el esquema de realimentacién de salida dinamica
dicho papel lo juega el controlad6t. De acuerdo con este analisis elegiremos el esquema
de sincronizacion a través de sefiales complejas para estudiar su comportamiento frente a
distintos esquemas de modulacién. La eleccion se hace en base a su mayor sencillez a la hora
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de llevar a cabo la implementacién electrénica.

4.5 Esquemas de Modulacion

Tras el estudio llevado a cabo en la seccion anterior de la robustez de los diferentes
esquemas de sincronizacion para los casos limites de canal libre de ruido y saturacion del canal
por ruido blanco Gaussiano, se ha llegado a la conclusién de que los sistemas en lazo abierto
como el de Pecoray Carroll resultan particularmente sensibles a perturbaciones de modo que
no se considera que sean lo suficientemente robustos para ser utilizados en un esquema real
de comunicaciones. Los otros dos esquemas considerados presentan comportamientos muy
semejantes, dado que su esquema basico es muy similar. Ambos presentan sincronizacion
error-feedbackque se corresponde con una estimacion asintética del estado sincronizado. Por
ello a la hora del estudio de diferentes esquemas de modulacién hemos decidido centrarnos
en un unico esquema. En concreto, se ha escogido el esquema de sincronizacién a través de
sefiales complejas. El porqué de esta eleccién se encuentra en su facilidad de implementacion
y en la versatilidad de juego que nos da el uso de las diferentes llaves de encriptacion.

En general, la modulacién es el proceso por el cual una propiedad o un pardmetro
de cualquier sefial se hace variar en forma proporcional a una segunda sefial. El tipo
de dependencia se determina con la forma de modulacion empleada. Para sistemas de
comunicacion digital es conveniente modular una sefial portadora con la corriente de datos
digitales antes de la transmision.

Muchos esquemas de modulacion y demodulacion han sido desarrollados para
implementar sistemas de comunicacion basados en sefiales portadoras cadticas. Entre
ellos hay soluciones que permiten tanto la construccion de receptores coherentes como no
coherentes.

Lamayoria de los receptores usados en comunicaciones caéticas pueden ser modelados
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por el diagrama de bloques de la Fig. 4.15.

Filtro del Correlacionador
canal r
Sefial ruidosa I Sefial de
,7&/ filtrada | observacion
o= "> T / o—_>

Sefial ruidosa ’ﬁ/ 1
recibida 1
1
1

Sefial de referencia

Figura 4.15: Diagrama de blogues general de un receptor de un sistema de comunicaciones caoticas.

El ancho de banda de la sefial recibida es limitado por el filtro del canal y la sefal
filtrada es correlacionada con una sefial de referencia. La sefial de salida del correlacionador
es muestreada segun la duracion del simbiBjda sefial muestreada se conoce como sefial
de observacion. El valor de la sefial de observacion es proporcional a la energia del bit en
cada tipo de receptores. La diferencia entre varias configuraciones de demoduladores radica
en los diferentes modos de generar la sefial referencia.

En receptores coherentes, la sefial de referencia se genera a partir de la sefial ruidosa
recibida por medio de sincronizacion caética. Mientras que en los receptores no coherentes
la propia sefial ruidosa es usada como referente.

Existen numerosos esquemas de moduladifasking ASK, COOK CSK DCSK..
En esta seccion se ha procedido al estudio del rendimiento del esquema de sincronizacién a
través de sefales complejas para diferentes esquemas de modulacién y demodulacion. De los
esguemas mencionados dejaremos fuera de analBB3K ya que este esquema no precisa
de la sincronizacién para la obtencion de la informaciéon. En dicho esquema el modulador
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es un generador cadtico libre con una salida, por ejemlo y cada simbolo binario es
codificado con la transmision de 2 bits, el primero de ellos actia como referencia y el segundo
como portador de informacion. En el receptor se correlaciona la sefial recibida con una version
retardada de si misma y se decide que bit se transmitié. Hoy por hoy este esquema es el que
presenta una mayor eficiencia dentro de las comunicaciones con caos. No obstante su baja
eficiencia con el ancho de banda hace que se sigan buscando nuevos esquemas

Para el estudio del rendimiento de nuestro esquema se ha calculado la relacién de bits
erréneos (BER tasa de error de bits) detectados en el receptor. Este estudio requiere de muchos
factores, dependiendo de lo que busquemos en la comunicacién primaran unos sobre otros,
asi se seguird una relaciéon de compromiso en busca de una eleccidn éptima de todos ellos.

4.5.1 Modulaciéon de Enmascaramiento éasking

La técnica de enmascaramientanaskinges una de las mas primitivas. En ella la sefal

de informacion es afiadida cominmente con un simple sumador a una sefial que actlia como
portadora del mensaje. El conjunto de las dos sefales es transmitido a través del canal y en el
receptor, a través de un proceso de demodulacion adecuado, se procede a la recuperacion del
mensaje tal y como se muestra en el esquema de la Fig. 4.16.

La ventaja de esta técnica de modulacion radica en que el mensaje transmitido puede
ser analdgico o digital. Sin embargo, esta técnica adolece de importantes limitaciones. Una
de las méas importantes es la necesidad de que el nivel de la sefial de informacién sea al
menos 30dB por debajo de la sefial cadtica. De lo contrario la amplitud del mensaje
destruiria la sincronizacion. La consecuencia de esta limitacion es la incertidumbre de que se
produzca una deteccidn correcta en el caso de que un ruido, con igual nivel de potencia que
la sefial de informacion, vicie la sefial cadtica haciendo indistinguibles el ruido de la sefial de
informacion. Por ello, en lugar de afiadir un ruido cadtico a una sefial de informacion se suele
preferir que sea la propia sefial cadtica la portadora de informacién.
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Figura 4.16: Esquema general de modulacion con enmascaramiento de sefial y sistema de deteccion
con sincronizacion.

En nuestro esquema particular para enviar una sefial de informg¢iodesde el
transmisor al receptor usando la familiar técnica de enmascaramlens signal masking
technique[Kocarev et al., 1992; Halle et al., 1993; Cuomo, 1994; Lakshmanan & Murali,
1996), la sefiab(t) y u(t) son modificadas coma(t) = v, () + s(t) y u(t) = vy (t) + s(t),
respectivamente. En este tipo de codificacion el menssj@o solo es afiadido a la portadora
cadtica sino que simultdneamente conduce el proceso de sincronizacion de los circuitos del
transmisor. Con este esquema la sefial es recuperada en el receptor como

Sefial Recuperada:

r(t) =v"(t) — o] (t) = s(t) (4.23)

El sistema ha sido simulado usando el método de integracion de Runge-Kutta de
cuarto orden con un paso de integracion iguad.@1t.u. (t.u. = wu.t. = unidades
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temporales) introduciendo ruido blanco Gaussiano. Como ya vimos anteriormente las razones
de introducir ruido blanco Gaussiano son su sencillo tratamiento matematico, su dominio
en la mayoria de los sistemas de comunicacion practicos y el hecho de que los resultados
o clasificaciones obtenidas con este modelo de ruido se mantienen bajo condiciones reales
[Haykin, 1994, Kolumban et al., 1997].

Para el estudio de la relacion de bit erronedsioR, (Bit Error Rate), se ha procedido
a la transmisién de un mensaje aleatorio de ceros y unos a través de un canal ruidoso
contaminado con ANGN. Para este estudio se ha procedido al envio de una serie aleatoria
de 1000 bits, cada uno de ellos con un periodo de 5000 iteraciones en un sistema en el que
el tiempo de muestreo es igual a 0.001. La duracion del periodo no ha sido elegida de
forma arbitraria sino que previamente se llevé a cabo un estudio para encontrar el periodo
que nos proporcionara una relacion de compromiso 6ptima entre el periodo de la sefial y la
varianza de la misma, ya que por la propiedad de la sefial cuanto mayor es el periodo menor
es la varianza, y disminuyendo el valor de la varianza mejora el rendimiento del sistema a
la contaminacién ruidosa del canal. Sin embargo, esto da como resultado un menor indice
de datos. Ademas, a la hora de elegir la duracion idénealpagzeriodo de bit, se ha de
tener en cuenta la existencia del tiempo necesario para que se produzca sincronizacién entre
la sefial recibida y el circuito cadtico presente en el sistema recéptdg] valor promedio
calculado para el tiempo de sincronizacion del sistema asdg1000 iteraciones, 1.u.).
En el caso particular del esquema de sincronizacion a través de sefiales cadticas complejas, un
incremento en el valor de difusién nos conduciria a tiempos de sincronizacion menores. No
obstante, en este caso la intensidad de la sincronizacion destruiria la base de deteccion de los
esquemas de modulacién considerados al imposibilitar la distincion entre los dos atractores
cadticos utilizados para la modulacion de la sefial.

Al igual que la pérdida de sincronizacion, el célculo 81 R ha sido llevado a cabo
para diferented<y;. El BER ha sido calculado como la relacién entre el nimero de bits

erroneos recibidos y el nimero de bits transmitidos.

La Fig. 4.17 muestra @8ER como una funcién d&, /Ny, dondeE, es la energia por
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bit y Ny corresponde a la densidad de potencia espectral del ruido.
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Figura 4.17: Eficiencia del sistema para diferentes funciof&g cuando es enviado un mensaje
aleatorio de ceros y unos.

En ambas figuras, Fig. 4.8y Fig. 4.17, se puede ver que el rendimiento del esquema
es mejorado con el uso de una sefial compleja para la transmision de la informacion. En
particular, los caso&; = sen(vy(t)) y K4 = vy(t) presentan una considerable mejora
frente al caso en el que no se Usa. La razén de esta mejora se debe principalmente a que
la utilizacién de llaves de encriptacién introduce un lazo de realimentacién en el esquema del
sistema receptor, representado pgr, con lo que la sincronizacion es mejorada.

Es conocido que los algoritmos con realimentacion presentan una mayor tolerancia
al ruido que los que emplean Unicamente difusion [Suykens et al., 1997]. Se puede ver en la
Fig. 4.17 que independientemente de que la llave introducida sea mejor o peor, todos los casos
gue poseen lazo de realimentacion presentan un mejor rendimiento que aquél que carece de
Kq4. Laeleccion de la llave, o combinacion de variables (lineal, en el montaje experimental),
se hizo para facilitar la construccién del montaje asi como por la ligera preferencia que
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para esta combinacion muestran los resultados obtenidos pB&Rl No obstante, un
comportamiento similar puede ser encontrado para el caso no lineal.

Este mismo estudio se llevé a cabo con el montaje experimental, reduciendo el analisis
a los casos particulares dé; = v,(t) y sin tener en cuent&,. Para la generacion del
mensaje se utilizé un generador de funciones (Hewlett-Packard 33120A) del mismo tipo que
el utilizado para generar la sefial de ruido.
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Figura 4.18: Sensibilidad del sistema obtenida experimentalmente para el caso con llave de
encriptacion lineal, linea roja, y para el caso sin encriptacion, linea azul.

Los resultados obtenidos con el montaje experimental mostrado en la Fig. 4.4
corroboran los resultados numéricos encontrados, tal y como se puede apreciar en la Fig. 4.18
donde se representa la sensibilidad del esquema para el caso con encriptacidR jineal,

v'2 (t), y para el caso sin encriptacion. La razén de que experimentalmente representemos la
sensibilidad en lugar de la eficiencia es debida a la limitacion de toma de datos introducida
por el osciloscopio y los generadores de funciones utilizados en el experimento. Como
consecuencia de estas limitaciones a la hora de realizar el andlisis experimental, se llevé a
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cabo el estudio del rendimiento del sistema con sefales analdgicas en lugar de digitales. Esto

explica el que se presente el estudio de la sensibilidad en lugar del de la eficiencia para el caso

experimental. Es mas, en realidad para ser coherentes con la nomenclatura en vez de hablar
del BER (Bit Error Rate) se deberia hablar del SER (Signal Error Rate).

Si representamos la sefial transmitida por el cat(a), frente a la caida de tension en
el condensadaf’; del transmisory; (t), tal y como se muestra en la Fig. 4.19,

-3 1 1 I
-10 -5 0 5 10

Sefial transmitida a través del canal (V)

Figura 4.19: Diagrama de fases de la sefial transmitida frente @uandoK ; = v’2 y K, = 3.

se puede observar como el uso de la sefial cadtica compleja da lugar a la apariciéon de
un atractor cadtico en lugar del caracteristico diagrama de fases de una sincronizacion perfecta
(esto es, una recta de pendiefiié). La forma cualitativa de este atractor dependera del tipo
de combinacion usado para construir la sefial compleja. Para este caso paffu:l#an/z
y K,. = v}. De este modd<, dificulta la reconstruccion del sistema cadtico por técnicas de
embedding[Short, 1994], ya que la sefial transmitida no es una simple variable del sistema
cadtico del transmisor, sino una sefial caética compleja.
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Figura 4.20: Sefiales transmitidas y recuperadas experimentalmente pafaNikb~ 25 dB. El
mensaje originals(t), es una onda cuadrada de frecuerd{&lz y amplitud100 mV'.

En el receptor el mensaje es recuperado con la ayuda de un comparador de histéresis,
(HC en Fig. 4.3). La Fig. 4.20 muestra las sefiales de informacion, transmitida y
recuperada apropiadamente escaladas.Las funci¢hes/(t), r(t) representan el mensaje
de informacién, la sefial cadtica transmitida a través del canal contaminado por el ruido
y el mensaje recuperado, respectivamente. En este caso en particlfdy Raes
aproximadamente d&dB. Mas experimentos han sido llevados a cabo con distintos valores
de SNR encontrando resultados igualmente satisfactorios hasta valores aproximados de
SNR ~ 15dB.

Es interesante observar que no se produce un desplazamiento de fase entre la sefial
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transmitida y la sefial recuperada. La mejor apariencia de la sefial recuperada frente a la sefial
transmitida es debido al uso del comparador de histéresis que elimina el ruido caracteristico
del generador de funciones observado en la sefial de informg¢ion

45.2 ModulacibnASK

En sistemas de comunicacién digital que emplean canales pasabanda, es conveniente
gue la informacion binaria se module sobre una sefial portadora antes de la transmisién.
Los esquemas basicos de modulacion digital son el de conmutacién de amplitud, el de
conmutacién de frecuencia y el de conmutacién de fASK(FSK, PSK respectivamente).

En nuestro analisis nos centraremos en la modulacién con conmutacion de amplitud.

En la modulacién en amplitud se hace variar la amplitud de una sefial senoidal, con
frecuencia y fase fijas, en proporcion a una sefial dada. Esto altera la sefial, trasladando sus
componentes de frecuencia a frecuencias mas altas. El uso de modulacién de amplitud puede
ser provechoso siempre que se desee un desplazamiento en las componentes de frecuencia
de una sefial. Esta necesidad puede surgir, por ejemplo, en el disefio de filtros con requisitos
muy exigentes, o bien en la posibilidad de transmitir comunicacién oral a través del espacio
por medio de ondas electromagnéticas. Sila maxima frecuencia de la voBKkizela
minima longitud de onda es de 1000&0 Como las antenas de dimensiones menores a un
cuarto de la longitud de onda son ineficientes, es clara la ventaja de elevar la frecuencia en
varios 6rdenes de magnitud antes de intentar la transmision. En el caso de transmision digital
la modulacion en amplitud se conoce como conmutacion de amplitud.

En la conmutacion de amplitud, la amplitud de una sefial portadora de alta frecuencia
se conmuta entre dos 0 mas valores en respuesta al dd@iglo(modulacién de cédigo de
pulsos). La Fig. 4.21 muestra el diagrama de bloques basico de un esquema de modulacién
ASK
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Sistema cadtico Cs.

Sistema cadtico C'.
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sistema castico C Ruido

Figura 4.21: Esquema de modulaciéon ASK con esquema de deteccion basado en el error de
sincronizacion.

La solucién de implementacién mas facil de este esquema para el caso binario es usar
dos sefiales de distinta amplitud para representar cada uno de los bits (1 y 0). La deteccion de
este esquema es muy sencilla puesto que a simple vista se puede interpretar la informacion
transmitida, sin necesidad de que tenga lugar la sincronizacién. Un refinamiento de este
sistema se encuentra en el esqu&B&

45.3 ModulacionCSK

En el esquema de modulaci®@SK (Chaos Shift Keyingse usan sefales cadticas con
diferente energia por bit para transmitir la informacién binaria. El modulador es realmente
simple: para el simbolo 1 se transmite una funcién cadtica con una energia media por bit
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FEy(s,) y para el simbolo 2 se envia una funcion cadtica analoga perfgen).

Las sefiales cadticas con diferente energia pueden ser generadas por diferentes circuitos
o por el mismo circuito y multiplicadas a continuacién por dos constantes diferentes. Las
sefiales se eligen de forma que tengan propiedades estadisticas similares.

Dependiendo del esquema de demodulacién deseado, coherente o no-coherente, nos
encontraremos con dos posibles esquemas de deteccion.

En el caso de deteccién coherente se lleva a cabo la reproduccion de las funciones
base en el receptor por medio de un esquema de sincronizacién. Cuando la sincronizacion es
considerada, el esquema debe ser capaz de recuperar las funciones base a partir de la sefial

ruidosa recibida.

sefial vector de simbolo bit
ruidosa observacion estimado perada

ri(t) = si(t) + n(t)

> >~ P

o -.y" 06,0 dde” o
Circuito j\ T
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Selector
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Decodificador
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Figura 4.22: Diagrama de bloques de un receptor coherente CSK.



4.5. Esquemas de Modulacion 65

La Fig. 4.22 muestra un receptor coherente basado en sincronizacién y usando
modulacionCSK binaria

Las funciones muestra transmitidagt) = ¢1(t) vy s2(t) = g2(¢) (representando
los simbolos 1 y 2 regetivamente) son las salidas de dos generadores de sefales cadticas
que producen las funciones(t) y g2(t). En el receptor la sincronizacion entre los circuitos
intenta reproducir las funciones base, a partir de la sefial ruidosa regiida s;(t) +n(t).

Las funcionegy (t) y g=(t) son luego correlacionadas cer(t) durante el tiempo
correspondiente a la duracion del bit. La decision de uno u otro bit es hecha en base a la
proximidad de-;(t) ag:(t) y ag=(t) cuantificada por las variables, y z;2, respectivamente.

Por otro lado, la sincronizacién no es necesaria para la recuperacioén de la portadora en
un sistema de comunicaciones digital. La demodulacién también puede ser llevada a cabo sin
necesidad de sincronizacién. Esto es cierto tanto para funciones muestra sinusoidales como
caoticas.

En este caso, el receptor calcula la funcién que transporta la informacion transmitida a
partir de la sefial ruidosa recibida, sin recuperar las funciones base. El simbolo transmitido se
decide en funcion del estudio comparativo entre el calculo estimado y un determinado umbral.

Debido a la naturaleza no periédica de una funcién base cadtica y a la longitud finita
de las funciones muestra transmitidas a través del canal, la funcién (tal como la energia del
bit) que es calculada a partir de la funcién cadtica recibida varia de una funcién muestra a la
siguiente.

En contraposicién con los sistemas de comunicaciones convencionales donde se
usan sefales periddicas, la funcion requerida para la decisibn no puede ser determinada

exactamente, pero si estimada en el caso libre de ruido.

La Fig. 4.23 muestra el diagrama correspondiente a un receptor no coherente en el que
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un correlacionador sustituye los dos circuitos caéticos presentes en el esquema de la Fig 4.22.

sefial vector de simbolo bit

ruidosa observacion estimado recuperado

r-=--=-===7=7=77°7% 1
ri(t) = si(t) + n(t 1 1 )

rg T - 1 / S— BK
1 I' dt " o—d= s >
| T T | o
1 I 'T‘ 5]
1 1
""""""" T Umbral

Correlacionador

Figura 4.23: Diagrama de bloques de un receptor no coherente CSK.

En el esquema de modulaci®$K sefiales cadticas con diferentes energias son usadas
para transmitir la informacion binaria. Las sefiales cadticas con diferente energia se pueden
generar con diferentes circuitos caéticos o bien con el mismo circuito, multiplicandola a
continuacion por dos constantes distintas. En ambos casos, la informacion binaria que se
desea transmitir es mapeada con las funciones muestra cadticas.

Para el sistem&SK hemos considerado tanto el caso en el que la energia de las
distintas funciones muestra cadticas elegidas para represegtas es similar como el caso
en el que dicha energia difiere de forma significativa, a su vez hemos testado tanto el caso de
modulacién coherente como el no coherente. Todo ello, a través del estudio de la eficiencia
del esquema.

LaFig. 4.24 presenta el rendimiento relativo al ruido del esquema de modulacién CSK,
en ella se presenta el estudio comparativo entre la modulacion coherente y la modulacion no
coherente para dos situaciones diferentes, una primera en la que la energia adjudicada a ambos
simboloss; Y s, es similar y otra en la que dicha energia difiere para cada uno de los simbolos.
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Figura 4.24: Rendimiento frente al ruido de un sistema CSK con modulacién coherente y no
coherente.

Como se puede apreciar el rendimiento mejora cuando la energia por bit para cada uno
de los simbolos difiere. Es mas, para una sefial cadtica daday un nivel de ruido determinado, el
mejor rendimiento se conseguira si la distancia entre los valores medios de energia asignados
a los diferentes simbolas y so se maximiza. Esto se puede conseguir para el esquema de
modulacionCOOK Ademas tambien se puede observar como el rendimiento alcanzado por
la modulacion no coherente es mejor que el alcanzado con la modulaciéon coherente basada
en la sincronizacion cadtica.

454 ModulacionCOOK

Para una energif, la maxima distancia entre los elementos de un conjunto binario puede
conseguirse si se usa una conmutacion encendido-apagado (que a veces s€aid&yia
chaos on-off keying).a modulaciorCOOK corresponde a la elecciéon usual de conmutacion
de amplitud en el caso binario. La sefial modulada resultante consta de plrsoBateados
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marcas, en los que la sefal se transmite en toda su amplitud representando unos binarios, y
espacios con amplitud cero que representan ceros binarios. En este caso, la distancia entre los
elementos del conjunto binario &%.

El rendimiento ante el ruido de un siste@®OK tanto con modulacién coherente,
esto es con ayuda de la sincronizacion cadtica, como con modulacién no coherente se muestra
en la Fig. 4.25 donde el color verde hace referencia al caso coherente y el azul al caso no
coherente.
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Figura 4.25: Rendimiento frente al ruido de un sistema COOK con modulacién coherente y no
coherente.

Si comparamos esta figura con la Fig. 4.24 donde se muestra el rendimiento de un
sistemaCSK podemos apreciar una mejora notable en ambos casos, es decir, coherente y
no coherente. Sin embargo, el uso de simbolos de tan diferente energia también presenta
inconvenientes dependiendo de lo que prime en nuestro sistema a la hora de elegir las
caracteristicas tanto del canal como del bit de transmision.
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Una mejora significativa en el esquema podria darse con la introduccién de un
filtro en el sistema receptor, de este modo se disminuiria la contaminacion ruidosa de la
sefial. No obstante la eleccion de dicho filtro ha de hacerse atendiendo a la conservacion
de las propiedades minimas de la sefial cadtica ya que un filtrado excesivo impediria la
sincronizacion caotica, que buscamos en nuestra esquema con modulacion coherente.

En acuerdo con el estudio llevado a cabo en la seccién 4 de este capitulo, un filtro
pasabajas tipo Butter de orden 7 y con frecuencia de cobt€Hz podria ayudarnos en
la mejora del rendimiento de nuestro sistema. La Fig. 4.26 presenta una recopilacién de
los resultados obtenidos para los distintos esquemas de modulacién considerados. Como se
puede observar en la figura el uso de un filtro a la entrada del receptor eleva el rendimiento
del sistema cor, similares sobre el sistema céi diferentes y modulacién coherente.
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Figura 4.26: BER frenteF}, /Ny para los distintos esquemas de modulacion digital. La linea verde
corresponde al caso en el que el receptor integra en su entrada un filto pasabajas.
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4.6 Conclusiones

En este capitulo se ha llevado a cabo el estudio de la robustez ante la contaminacion
ruidosa de tres diferentes esquemas de sincronizacion, con vistas a que alguno de ellos fuera
implementable con éxito en un esquema coherente de modulacién. Para dicho andlisis se ha
definido una nueva variable denominada pérdida de sincronizakigmue encierra en su
definicion tanto la pérdida de sincronizacion debida a la contaminacion ruidosa inherente a
un canal de comunicaciones como al error de sincronizacion caracteristico del proceso de
sincronizacion en si mismo.

Hasta ahora, los esquemas de sincronizacién se habian presentado suponiendo un
canal ideal de comunicaciones, de ahi la importancia del estudio realizado de cara a una
implementacion real de dichos esquemas. Los resultados obtenidos nos muestran que los
esguemas que presentan realimentacion de sefial resultan mas robustos que los que carecen
de dicha realimentacién. Los tres esquemas aqui estudiados, sincronizacién a través de
una sefial compleja y sincronizacién con realimentacién de salida dinamica, presentan un
notable incremento en el rendimiento ante la contaminacion ruidosa con respecto a esquemas
anteriores, por ejemplo el de Pecoray Carroll. Es mas, la sincronizacion ca6tica actia al igual
que un filtro eliminando gran parte de la sefial ruidosa presente en el canal, tal y como se pudo
ver en la Fig. 4.12.

Una vez caracterizado el rendimiento de los esquemas de sincronizacion se ha
procedido al estudio de la eficiencia y sensibilidad de uno de los esquemas que mostré mejor
rendimiento a la contaminacién del canal por ruido blanco. Para ello, se consideré modulacién
maskingen un sistema analégico y diferentes esquemas de conmutacién de amplitud, en un
sistema de transmision digital.

Aunqgue los resultados para esquemas basados en una modulacién coherente resultaron
ser bastante aceptables, sin embargo, la eficiencia obtenida presenta rendimientos menores
que en esquemas basados en una modulacién no coherente, en la que no es preciso conseguir
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sincronizacioén. Por ello, sopesando las ventajas e inconvenientes de una y otra modulacion,
coherente y no coherente, se esta optando por usar las sefales cadticas en esquemas con
modulacién no coherente, es decir, sin necesidad de obtener sincronizacion. En particular, el
esquemdCSK (Differential Chaos Shift Keying)o estudiado en este capitulo, se presenta

hoy por hoy como el esquema de modulacidon que presenta una mayor eficiencia para ser
usado en un sistema de comunicaciones real. No obstante, se sigue buscando un sistema de
sincronizacion que con modulacion coherente basada en sincronizacién cadtica presente un
rendimiento 6ptimo en un medio ruidoso. Por este motivo, se considera de suma importancia
el analisis del comportamiento y estabilidad de los sistemas cadticos ante la perturbacién de
los mismos por sefiales ruidosas. Conociendo la sensibilidad de dichos sistemas se podra
buscar una solucion al problema del ruido de forma que la sincronizacién cadtica resulte
rentable en una implementacién real.



Capitulo 5
Ruido sobre Sistemas Caodticos Extendidos

Vistos los resultados del capitulo anterior y siguiendo la corriente general, los usuarios
de los modernos dispositivos de comunicacion se muestran reacios ante cualquier fuente
capaz de introducir un fondo ruidoso. Sin embargo, en determinadas circunstancias se ha
observado que una dosis adicional de ruido puede contribuir a una mejora del rendimiento de
los dispositivos.

Este fendbmeno puesto de manifiesto en sistemas no lineales, en el que una sefial de
informacion débil puede ser amplificada y mejorada por la adicion de ruido es conocido con
el nombre de resonancia estocastica.

El concepto de resonancia estocastica surgio al tratar de explicar la repeticion periddica
de las glaciaciones sugerida como resultado de forzamientos estocasticos y débiles sefiales
periédicas sobre un modelo climatico global biestable [Benzi et al., 1981; Nicolis, 1993;
Moss, 1994]. Posteriores trabajos demostraron que la informacién contenida en una sefal
débil puede ser maximizada con la adicion de ruido en determinados sistemas no lineales.
Este fenébmeno ha sido observado tanto en sistemas fisicos artificiales como en la propia
naturaleza. Los sistemas sensoriales o perceptivos presentan el perfil iddbneo para observar
en ellos resonancia estocastica, ya que son capaces de detectar débiles sefiales en medios
ruidosos. De este modo, el ruido jugaria un papel enriquecedor en el procesamiento de
informacion neuronal. La resonancia estocastica ha sido observada en la conductancia de
los canales sodio-potasio de la membrana celular, en modelos teéricos de neuronas y de redes
neuronales, asi como experimentalmente demostrada en procesos sensoriales estudiados en
langostas, grillos, ratas, células musculares humanas...[Douglas et al., 1993; Bulsara et al.,
1994; Moss et al., 1994;]. Un ejemplo de esto, se encuentra en las terminaciones nerviosas
presentes en la cola de la langdBtacambarus clarkii(ver Fig. 5.1).
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Figura 5.1: Diagrama del abanico de la cola de una langosta Procambarus clarkii mostrando los
capilares nerviosos y la ramificaciones que los conectan al ganglio central [Moss et al., 1994].

La célula capilar presente en la cola de estos crustaceos se encuentra especializada
en la deteccion de flujos de movimiento de agua de pequefia amplitud sobre el abanico de la
cola, e incluso posee cierta sensibilidad direccional [Wilkens & Douglass, 1994; Pantazelou
et al., 1995]. En flujos de corrientes donde son encontradas con frecuencia dichas langostas,

y donde existe una gran cantidad de ruido de fondo hidrodinamico como consecuencia de la
turbulencia del agua, estos crustaceos son capaces de detectar débiles sefiales enterradas en el
medio ruidoso generadas por las colas de sus depredadores al nadar.

Es mas, volviendo a los origenes de la resonancia estocastica, investigaciones recientes
buscan una aproximacion alternativa, que considera la dindmica del oceano ecuatorial como
parte de un sistema dinamico no lineal conducido por fluctuaciones aleatorias, para explicar
la aperiodicidad en &NSQ (El Nifio Southern Oscillation El ruido provoca que el modelo
salte cadticamente entre las diferentes oscilaciones generadas por el sistema implicado en el
ciclo de la atmésfera del océano Pacifico y el ciclo estacional. La adicién de ruido induce
una dinamica cadtica, provocanBbNifio, cuando el modelo excede un nivel umbral. Este
modelo proporciona una atractiva explicacion para el esporadico aunque determinista caracter
deEl Nifio [Stone et al., 1998].
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Asi pues, la resonancia estocastica es un término que ha sido ampliamente adoptado
para describir procesos donde por adicién de una funcién aleatoria a una sefial que transporta
una débil informacién se puede mejorar la detectabilidad de la sefial por algun sistema
no lineal o intensificar el contenido de la informacién de la salida del sistema. De esta
manera, una sefial periddica débil se intensifica gracias a un incremento de la intensidad del
ambiente ruidoso. Una definicion mas rigurosa necesita ga&/l& también experimente
un incremento. La observacién usual es que la amplitud de la sefial crece con el incremento
de laintensidad de ruido, pasa a través de un maximo y luego decrece de nuevo [Gammaitoni
etal., 1998; Wiesenfeld & Jaramillo, 1998]. Asi, el comportamiento general es algo similar a
una curva de resonancia convencional, pero la respuesta es representada como una funcién de
la intensidad del ruido en lugar de la frecuencia.SLéR no es la Unica forma de cuantificar
el fenébmeno de la resonancia estocastica pero en la mayoria de los trabajos se ha adoptado
como la eleccién estandar, con el resultado de que frecuentemente la definicion usada para la
resonancia estocastica es la existencia de un maximo$%N Ren funcion de la intensidad
del ruido (ver Fig. 5.2);

ENE

e i i "

morlid stramgeh

Figura 5.2: Relacion sefial ruida{ N R) frente a la intensidad de ruido [Wiesenfeld & Jaramillo,
1998].
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Después de ser introducida como una posible explicacion del ciclo de glaciaciones
de la tierra [Benzi et al., 1981; Nicolis, 1982; 1993], la resonancia estocastica ha sido
posteriormente observada en contextos que incluyen laseres [McNamara et al., 1988],
sistemas Opticos pasivos [Dykman et al., 1991] diodos tanel, una particula Browniana en
una trampa Optica, receptores nerviosos de langostas y ratas [Douglass et al., 1993; Moss et
al., 1994; Collins et al., 1996].

La resonancia estocastica ha llegado a convertirse en los Gltimos afios en un nuevo
paradigma del inesperado papel de las fluctuaciones en el comportamiento de sistemas no
lineales. Este concepto cubre una rica variedad de diferentes fenédmenos en los cuales los
efectos de fluctuaciones son claramente distinguibles de los que pueden ser esperados en
sistemas deterministas. La influencia del ruido es principalmente revelada en la respuesta del
sistema a una sefial externa que es periddica en el tiempo. La resonancia estocastica consiste
en una mejora de esta respuesta debida al ruido. El fenédmeno esta basado en tres ingredientes
principales [Gammaitoni et al., 1998; Wiesenfeld & Jaramillo, 1998]: Un sistema no lineal
exhibiendo una transicion entre dos estados controlados por un determinado parametro, una
sefial externa, (no necesariamente periddica), y un ruido o fuente fluctuante de media cero,
bastante a menudo incorporada en la sefial. Sin embargo, se ha observado que no siempre
es necesaria la presencia de todos estos ingredientes. La influencia positiva de un ruido
espaciotemporal sobre la propagacion de ondas en una reaccion de Belousov-Zhabotinsky
subexcitable, [Kadar et al., 1998] o el estudio de la interaccion entre la escala temporal de un
determinado sistemay el tiempo de correlacion de un ruido espaciotemporal, son ejemplos de
ello [Sendifia et al., 2000; Pérez-Mufiuzuri et al., 2000]. En general, la resonancia estocastica
estudia la respuesta del sistema a la sefial externa como una funcién de los parametros del
ruido, usualmente su intensidad.

Como se ha dicho, el efecto mas importante del ruido es mejorar la respuesta del
sistema a la sefial externa. De ahi que, usualmente, el fendmeno sea aplicado para amplificar
pequefas sefiales. Ejemplos de esta aplicacion pueden verse en sistemas 6pticos, detectores
desquid y neurofisiologia [Pei et al., 1995].



77

Tradicionalmente la resonancia estocéstica ha sido estudiada en sistemas de dimension
espacial cero, (dependientes Unicamente del tiempo). Sin embargo, el fendmeno de la
resonancia estocastica ha sido extendido a sistemas distribuidos espacialmente en una o
dos dimensiones, principalmente en el reconocimiento de sefial [Bulsara & Schmera, 1993;
Lindner et al., 1995; Locher et al., 1996; Gammaitoni et al., 1998].

La novedad de la resonancia estocéastica espacial es la presencia de un término difusivo.
La importancia de este término serd mejor entendida si consideramos el sistema como una
cadena deN elementos independientes donde los vecinos mas cercanos son acoplados
a través del término proporcionalA. Debido a este acoplamiento el comportamiento
espaciotemporal de lod elementos estocdasticos puede llegar a ser sincronizado para un
cierto rango de parametros. Este fendmeno podria ser de especial relevancia en el disefio
de detectores, para cuantificar la capacidad del cerebro humano o para interpretar patrones
visuales contaminados por ruido. La siguiente figura presenta una simple pero sorprendente
demostracion de resonancia estocastica espacial. La figura muestra el resultado de unaimagen
del Big Ben contaminada por ruido para tres valores diferentes de intensidad [Simonotto et
al., 1997; Garcia-Ojalvo & Sancho, 1999].

Figura 5.3: Percepcion visual de una imagen del Big Ben para tres valores diferentes de intensidad
de ruido [Simonotto et al., 1997].

Viendo el resurgir del fendmeno de la resonancia estocéstica y su extension a sistemas
espaciales [Lindner et al., 1995; 1996] se consideré que tal vez el ruido podria ayudar a la
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sincronizacion de sistemas caoticos. ¢ Qué ocurriria si perturbaramos con ruido una cadena de
sistemas caoticos acoplados entre si de forma difusiva?. ¢ Podriamos mejorar la sincronizaciéon
entre ellos o simplemente caeriamos dentro de una dinamica caética estocéastica?.

Recientemente han aparecido numerosas investigaciones sobre la influencia de ruido
externo en sistemas caéticos desacoplados. Desde un punto de vista intuitivo podria pensarse
gue el hecho de introducir ruido en un sistema cadtico, en el que cada uno de los elementos
de dicho sistema se encuentra desacoplado del resto, lo Gnico que induciria en el sistema
seria méas aleatoriedad. Sin embargo, en 1994, Maritan y Banavar presentaron un trabajo en
el que lograban demostrar que dos sistemas caéticos forzados por una sefial ruidosa comudn
podian confluir en trayectorias idénticas para una intensidad suficiente de ruido y después de
un tiempo suficientemente grande [Maritan & Banavar, 1994].

Este sorprendente fenédmeno fue muy discutido y mas tarde se demaostro que los efectos
observados por Maritan y Banavar no eran genuinos del ruido sino debidos a la polarizacion
gue presentaba el ruido que usaron en sus experimentos. Asi Herzel y Freund llegaron a la
conclusion de que en el modelo de Lorenz la media no nula del ruido utilizado era la Gnica
responsable de la sincronizacion de dichos términos [Herzel & Freund, 1995], ratificando la
idea de que el ruido simétrico no induce sincronizacion entre sistemas desacoplados. Estudios
posteriores [Malescio, 1996; Sanchéz et al., 1997] llegaron a la conclusion de que, en general,
un ruido simétrico, es decir, de media cero, no es capaz de sincronizar dos sistemas caéticos
desacoplados. Sin embargo, la polémica no esta cerrada y nuevos trabajos defienden la
posiblidad de sincronizacion de sistemas cadticos desacoplados tales como mapas o sistemas
como el de Lorenz [Minai & Anand, 1998; Toral et al., 1999].

En recientes trabajos, el ruido blanco ha sido reemplazado por ruido de color en
una gran variedad de contextos. Esto se debe a que el ruido de color retrata mucho
mejor la realidad fisica enriqueciendo significativamente la dinamica de las fluctuaciones,
particularmente cuando el tiempo de correlacién caracteristico del ruido no es pequefio
comparado con la escala temporal del sistema [Gammaitoni et al., 1993; Hanggi et al., 1993;
Gingl et al., 1995; Sendifia-Nadal et al., 2000; Pérez-Mufiuzuri et al., 2000]. De hecho, la
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eleccion de ruido correlacionado es a menudo necesaria para estudios de estabilidad pues el
ruido de color puede tener efectos criticos alrededor de puntos de bifurcacion que no pueden
ser explicados en aquellos casos en los que el ruido es blanco [Lefever & Turner, 1986;
Fronzoni et al., 1987; Olarrea & De la Rubia, 1996].

El efecto del color sobre la resonancia estocastica puede ser no trivial, trabajos previos
han demostrado que el efecto de la resonancia estocastica en sistemas forzados conducidos
por un ruido Gaussiano aditivo exponencialemente correlacionado es generalemente reducido
con respecto al caso de ruido blanco. El pico de resonancia se desplaza a valores mayores
de intensidad ya que el ruido suprime la relacién de saltos con el incremento del tiempo
de correlacion [Gammaitoni et al., 1989; Hanggi et al., 1993]. La Fig 5.4 muestra este
comportamiento decreciente del pico de resonancia a medida que el tiempo de correlacion
crece

-
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Figura 5.4: SN R frente a intensidad de ruido para diferentes valores del tiempo de correlacion de
un ruido de color exponencialmente correlacionade: 30us (x); 7 = 50us ({); 7 = 100us
(L); 7 = 200us (+) [Gammaitoni et al., 1989].
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Por otro lado, se ha encontrado que en sistemas dindmicos no lineales, que han
sufrido una bifurcacion de Hopf y presentan un ciclo limite, sin forzamiento periédico
externo y paramétricamente perturbados con ruido temporalmente correlacionado se da un
comportamiento no monoténico de la coherencia del sistema en funcién del tiempo de
correlacién del ruido y no en funcién de la variacion de la dispersion del ruido como se espera
gue suceda en la resonancia estocastica clasica [Barzykin et al., 1998; Cabrera & De la Rubia,
1997; Cabrera et al., 1999].

En esta memoria se presenta un estudio focalizado en sistemas caéticos acoplados
difusivamente y perturbados por ruido. Dicho analisis se llevara a cabo atendiendo a
dos diferentes tipos de ruido, ruido blanco Gaussiano de media cero y ruido Gaussiano
de media cero del tipo de Ornstein-Uhlenbeck [ver Apéndice B]. Ademas, para ambos
casos diferenciaremos entre contribucion multiplicativa y contribucién aditiva de dicha sefial
ruidosa al sistema. El principal objetivo de este capitulo es analizar los efectos de la dispersion
del ruido, el tiempo de correlacion, la longitud del sistema, la intensidad del acoplamiento,
etc., en el control del caos espaciotemporal en cadenas de elementos cadticos acoplados
difusivamente.

Para llevar a cabo este objetivo hemos considerado diversos modelos cadticos: el
modelo de Chua, por su sencilla implementacion electrénica, el modelo de Lorenz, por su
robustez ante un mayor rango de parametros y el modelo de Réssler, por su cascada de
bifurcacién de doble periodo hacia el caos [ver apéndice A]. De todos ellos, el modelo de
Lorenz serd el mas concienzudamente analizado, por reunir unas caracteristicas mas atractivas
para su implementacion numérica y posterior analisis.

El andlisis propuesto se centrard en el seguimiento del grado de sincronizacion del
sistema extendido cuando éste es perturbado por una sefial ruidosa. Para ello se ha procedido
a la caracterizacion de un parametro que representa el grado de sincronizacion entre los
elementos de la cadena cadtica. Este parametro viene dado por la siguiente cantidad
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promediada en el tiempo

T
K= lim % Z Z ||u — u (5.1)

cond = (z,y,2) Y ||.|| representando la distancia euclidea. Esta funcién es definida positiva

y sera igual a cero cuando todos los elementos de la cadena estén globalmente sincronizados.
Ya que K, en cierto sentido, se puede entender como una medida de la complejidad de la
cadena se podria relacionar con la entropia de Kolmogorov-Sinai [Benettin et al., 1976]. Otro
modo de caracterizar la sincronizacion existente entre los elementos de una cadena cadtica,
en particular con condiciones de contorno periédicas, sera a través del estudio del espectro de
Lyapunov transverso, (ver apéndice C).

5.1 Efecto del Ruido de Color

Para el estudio del efecto de un ruido tipo Ornstein-Uhlenbeck en sistemas cadticos
acoplados por difusién se escogié, en un primer analisis, una cadena de osciladores cadticos,
del tipo de Lorenz [ver apéndice A], difusivamente acoplados en los que se procedi6 a la
introduccion de una sefial ruidosa sobre el param@tde cada uno de los elementos de la
cadena. El sistema de ecuaciones utilizado para dicha simulacion es,

& = aly; — )
v = (R+&)z —yj— 2z + D (yj41 +yi—1 — 2y;) (5.2)
Z"j = Z;Y; — ij

cona, Ry bparametros positivos [Lorenz, 1963]. Los valores mas generales parala obtencion
de la mariposa caotica de Lorenz de dichos parametroa ser0, b = % y R = 28. Sise
mantienen constantes los parametrgsb mientras se varia el pardmetRoes posible hacer

un analisis simplificado de la estabilidad lineal del sistema, lo cual sera de gran interés para la
explicacion de los comportamientos observados en el sistema. La Fig. 5.5 muestra un sencillo
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diagrama de bifurcacion del modelo de Lorenz.
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Figura 5.5: Diagrama de bifurcacion del modelo de Lorenz [Strogatz, 1994].

El origen es estable pafa < 1. En R = 1 este pierde estabilidad a través de una
bifurcacién Pitchfork supercritica y aparecen un par de puntos de atraccion simétricos. En
Ry = 24.74, los puntos fijos pierden su estabilidad absorbiendo un ciclo limite inestable en
una bifurcacién de Hopf subcritica y el sistema no lineal llega a ser un atractor extrafio.

Enla Ec. (5.2)D da cuenta del coeficiente de acoplamiento a primeros vecinos entre
los N elementos de la cadeng; € 1...N) y £(t) es un ruido Gaussiano coloreado de media
cero cuya dindmica viene dada por

=11+ 771, (1) (5.3)

Este es un proceso estocastico del tipo de Ornstein-Uhlenbeck [Sancho et al., 1982;
Garcia-Ojalvo & Sancho, 1999] controlado por ruido blanco Gausséar(o), también de
media nula, Y&, (t)¢. (') = 2A6(t —t'). La funcién de correlacion dgt) es una funcion
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exponencial dada por

A — |t =]
HEE)) = = _— 5.4
(e = 2 exp (=) 5.4)
donder es el tiempo de correlaciéd, es la amplitud del ruido ¥ = /A /7 es la dispersion

del ruido. En el limite cuande — 0y si o7 permanece constante se recupera el limite de

ruido blanca,, (t) [ver apéndice B].

En este andlisis en el que el ruido es afiadido al sistema en un modo multiplicativo
y perturbando el pardmetro de bifurcacifnse analizara tanto el caso de ruido local o
incoherente, en el que el ruido se encuentra descorrelacionado de un elemento a otro, como
el de ruido global, donde el ruido es idéntico en cada elemento de la cadena [Lorenzo &
Pérez-Mufuzuri, 1999; Lorenzo & Pérez-Mufiuzuri, 2000].

Para la integracion de la Ec. (5.2) se usé el algoritmo de Euler [ver apéndice B]
con un paso de integracidatep = 10~*. Ademas, se consideraron tanto condiciones de
contorno periddicas como condiciones de contorno de flujo nulo. Por otro lado ekft)do
fue numéricamente calculado en cada elemgiatan un algoritmo integral sugerido por Fox
et al. en lugar de resolver la Ec. (5.3) [Fox et al., 1988; Garcia-Ojalvo & Sancho, 1999].
La elecciodn de las condiciones iniciales para cada uno de los elementos de la cadena se hizo
de forma aleatoria. Las simulaciones numéricas se repitieron una media de cinco veces para
cadal2.000.000 de iteraciones o bien hasta que el pardmetro de eskiudiariara menos de
un 5%.

5.1.1 Resultados al Perturbar el Parametro de Bifurcacion

El principal efecto observado en un sistema de celdas cadticas del tipo de Lorenz acopladas
de forma difusiva y perturbadas multiplicativamente a través del paraiieteomuestra de

forma separada para el caso de ruido local, Fig. 5.6, y para el caso de ruido global, Fig.
5.7, frente a una funcion del tiempo de correlacigrel nimero de elementos de la cadena

N, y la intensidad del acoplamienfd. Para valores bajos de la difusion (filas superiores
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en ambas figuras) se puede observar, independientemente de los valores especificados, que
la dependencia del grado de sincronizacion con el tiempo de correlacién es equivalente para
todas las cadenas consideradas.
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Figura 5.6: Dependencia d& — K en funcion de logy 7 para diferentes valores del coeficiente
de difusionD y el nimero de elementos cadticos de la cadena. Aqeorsgdera ruido local o
descorrelacionado&;(t) # &;(t) 4,7 = 1,..., N. En este caso se ha tomado= 3.0y
condiciones de flujo nulo en la integracion de la Ec. (5.2).
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Figura 5.7: Dependencia d& — K en funcion de logyT para diferentes valores del coeficiente
de difusionD y el nimero de elementos cadticos de la cadena. Aqui se congitraylobal o
correlacionada &;(t) = &;(t) 4,j = 1, ..., N. En este caso se ha tomado= 3.0 y condiciones de
flujo nulo en la integracion de la Ec. (5.2).

Cuandor se incrementa aparece un maximo en el comportamiento del grado de

sincronizacion para un valor deque denominaremosde resonanciasg, y @ medida que

T — 00, el valor deK tiende aK, que corresponde al valor del grado de sincronizacion

obtenido cuando no se considera la presencia de ruido en la cadena. Como se puede observar si

se comparan las Figs. 5.6 y 5.7, el nico efecto que diferencia al caso de ruido correlacionado
o global del ruido descorrelacionado o local es la atenuacién de la curva entorno al maximo,
T = Tr. También se puede observar que a medida que aumenta el nimero de elementos de
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la cadena el valor de dicho maximo se incrementa. No obstante, este incremento se debilita
a medida que crece el valor d& asi, se puede ver que la diferencia entre el valor alcanzado
por K — K para una cadena de 100 elementos con respecto a una cadena de 20 elementos
es menor que la diferencia encontrada entre una cadena de 20 elementos y una cadena de 4
elementos. Esta diferencia viene principalmente justificada por el diferente valor encontrado
paraK, de acuerdo con las diferentes longitudes de la cadena.

Ya queK mide el grado de sincronizacién entre los elementos de la cadEna K
es mayor que cero, el efecto del ruido coloreado para valores bajos de difusion es deteriorar
la sincronizacion del sistema para valores cercanos al valor de resonancia

Por otro lado, cuando el valor de la difusion entre los elementos de la cadena se
incrementa, filas inferiores en las Figs. 5.6 y 5.7, se observa un efecto opuesto al observado
para valores bajos dB. Es decir, a medida que el tiempo de correlacion aumenta, el valor
de K disminuye, para aumentar ligeramente en torno a un valor determinade-deg y
disminuir de nuevo a medida quesigue creciendo, para finalmente estabilizarse en torno al
valor de sincronizacion correspondiente a un sistema sin pertéiaEste comportamiento
de K sevadesvaneciendo a medida que aumenta el nUmero de unidades cadticas en el sistema
tal y como se puede ver para el casoMe= 100 donde el comportamiento recupera la
tendencia observada para valoresliléajos. La razon de esta tendencia se debe a que el
incremento del coeficiente de difusidn favorece la formacion de agrupaciahester entre
elementos de la cadena, formacién mucho mas notable en cadenas de pequefio tamafio (caso
N = 4), de ahi que la mejora observada con respecto al caso sin perturbar disminuya a medida
que el numero de elementos en la cadena crece.

Al igual que ocurre para valores de difusion bajos, también aqui se encuentra
un comportamiento equivalente entre los resultados correspondientes a ruido local y los
obtenidos con ruido global. Cuando — 0y o7 permanece constante, se recupera
el limite de ruido blanco Gaussiano y las celdas de la cadena no llegan a sincronizar
independientemente del valor de la varianza del ruido [Sanchez et al., 1997; 1999].
Unicamente el término de difusion permite una extension de la sincronizacion entre los
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elementos de la cadena. De igual modo, cuande oo el término ruidoso se comporta

como un valor constante diferente para cada elemento. El ruido afecta a la dinamica del
atractor extrafio que llega a ser asimétrico, a la vez que la no sincronizacion se observa entre
las unidades dentro de la cadena. Si se aumenta suficientemente la amplitud del ruido, el
principal efecto que se produce es una polarizacion de la sefial que induce una regularizacién
en el sistema. Este efecto es analogo al que algunos métodos de supresion de caos pueden
conseguir a través de perturbaciones en las variables del sistema [Matias & Gliémez, 1994].
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Figura 5.8: Dependencia d& — K en funcidn de logyT para tres tamarios diferentes de la cadena
con ruido global y local y tanto para difusiones altas como bajas. Se han considerado condiciones de
contorno periédicas y = 3.0 en la integracion de la Ec. (5.2).

Este mismo analisis se ha hecho para el caso de condiciones de contorno periédicas.
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La Fig. 5.8 resume los resultados obtenidos para tres longitudes distintas de la cadena de
osciladores, considerando los dos casos de difusidn, alta y baja, y teniendo en cuenta tanto
la posibilidad de perturbar los elementos de forma global como local. ElI comportamiento
observado es muy similar al encontrado cuando se consideraron condiciones de flujo nulo,
sobre todo cuando comparamos los resultados pata 0.5 (ver Figs. 5.6 y 5.7). Para

D = 2.0 la situacion difiere ligeramente como consecuencia de las implicaciones derivadas
de una geometria circular. Ahora, el efecto de formaciéduktersque favorecia el que la
funcion K — K, tomara valores negativos se ve suprimido. Esto no quiere decir que no se
produzcan agrupaciones en la cadena. Por ejemplo, en el caso de cadenas p&guedias,

la configuracion circular de la cadena provoca que los cuatro osciladores se encuentren
completamente sincronizados cuardo= 2.0. La perturbacion global de este anillo no es
capaz de provocar la ruptura de dicho cluster dejando al sistema imperturbable ante la adicion
de ruido K — Ky = 0). La situacién cambia cuando la perturbacién pasa a ser local o bien se
incrementa el tamafio del anillo de forma dgiie- Ky se deteriora, comportandose de forma
analoga al caso de difusiones bajas.

Para un analisis mas completo del grado de sincronizacion de la cadena, se propuso
analizar éste en funcién del espectro del mayor de los exponentes de Lyapunov transversos
(TLE) del sistema en estudioq), [ver apéndice C]. Debido a limitaciones inherentes al
calculo de dicho espectro, el andlisis a través de dicho exponente se redujo al caso de cadenas
con condiciones de contorno periédicas y ruido global.

En las Figs. 5.9 y 5.10 se muestra la representacion tridimensional del mayor
exponente de Lyapunov transvergaq, 7) en funcion de la funcion del tiempo de correlacion
logio7 y el nimero de onda reducido= k/N [ver apéndice C] para los casos de bajay alta
difusién,D = 0.5y D = 2.0, respectivamente.
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Figura 5.9: Representacion 3D del may®LE en funcion del tiempo de correlacion y el nimero de
onda reducido. La funciéi(g, 7) cruza de positivo a negativo para algunos valores criticgsq..
Los parametros considerados son ruido globak 3y D = 0.5.

Figura 5.10: Representacion 3D del maydiLE en funcién del tiempo de correlacion y el nimero
de onda reducido. La funciéh(q, 7) cruza de positivo a negativo para algunos valores critiggs
q.. Los pardmetros considerados son ruido glabat 3y D = 2.0.
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En ambas Figs. 5.9 y 5.10 se observa que para cualquier valor @e,l0dq) es
simétrico con respecto alalinga= 1/2 taly como se describe en el apéndice C. Por otro lado,
para cualquier valor de, el comportamiento d&(7) es equivalente al mostrado en la Figs.
5.6, 5.7 y 5.8. Esto es, un maximo Aer) sucede para algin;. La funcién\(q, 7) cruza el
valor cero (mostrado como un plano en las Figs. 5.9 y 5.10) alcanzando valores negativos para
determinados valores y 7.. EInimero de ondg. sefiala la inestabilidad del anillo, y el valor
mas bajo deV para el cual la condiciéh = N¢. puede ser satisfechaks= 1. Cuandd: es
una variable entera, entonces el tamafio critico del aNjllse define como el valor mas bajo
de N para el queV.q. > 1 para algun tiempo de correlacion Asi pues, para algun valor
discreto de. (ver tabla 5.1), existe un valor minimo depara el que\(q, 7) es negativo, y
la dindmica del anillo bifurca desde un estado no sincronizado a un estado sincronizado. Al
igual que en el caso d&(7), en el limiter — oo, A(¢,7) — A(g, 7 — 0).

ge | Ne(k=1) | m(tu.)
0.5 2 0.045
0.33 3 0.158
0.25 4 0

Tabla 5.1: valores criticos dg, N, y T para los cualed(g, T) se hace negativo.

Otro parametro que se ha variado en el estudio es la dispersion del ruido. La Fig 5.11
muestra la dependencia del grado de sincronizacién con la dispersién del ruido y el tiempo de
correlacién para una longitud de la cadena dada y un valor de difusién determinado. Como
se puede observar, independientemente del valer theforma de la curva se conserva, con
un maximo que se desarrolla alrededorrde 7, tal y como se puede ver en los cortes de
K — K, obtenidos para diferentes valoressden funcion der. El papel der es Gnicamente el
de incrementar el valor del maximo ée— Ky ensanchando dicho méaximo entornoa 7z.

A diferencia de los ejemplos tipicos de resonancia estocastica en los que dicho fenémeno era
consecuencia de la dispersién del ruido contaminante, aqui se observa que el efecto resonante
es funcion del tiempo de correlacion del ruido y no de su amplitud [Cabrera & De la Rubia,
1997; Cabrera et al., 1999; Barzykin et al., 1998]. A medidaqqueece, se precisan valores
mayores de para relajar el valor del grado de sincronizacion hagjdal y como se observa
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en la Fig. 5.11b.
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Figura 5.11: a) Representacion 3D d€ — Ky en funcién de la dispersion del ruidoy del tiempo
de correlaciorr. b) Secciones de la figura 3D para valores de la dispersion. En esta figura se han
considerado condiciones de contorno periédicas, ruido descorrelaciddado20y D = 2.0.
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Figura 5.12: Dependencia del tiempo de correlacion de resonangien funcion del coeficiente de
difusion D para un valor constante de dispersion. La linea representa un ajuste nolineal de los valores

obtenidos de'g a la ecuaciomg + a1 /+/as + D. Ruido descorrelacionado, condiciones de flujo
nulo,N =4yo = 3.
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Si se varia el coeficiente de difusién entre los elementos cadticos de la cadena para un
valor de dispersion del ruido constante, se obtiene que el valor del tiempo de correlacion para
el que se alcanza el valor maximo en el grado de sincronizacigmlisminuye al aumentar
D tal y como se puede ver en la Fig. 5.12. Para valores de difusion muy Bajes(), la no
mejora 0 empeoramiento de la sincronizacion entre los elementos de la cadena se encuentra
para cualquier valor de [Maritan & Banavar, 1994; Sanchez et al., 1999]. Por otro lado,
se ha encontrado que el valor maximoidelecrece linealmente cuando el valor de difusién
se incrementa. El mismo comportamiento observadonaf®) en una cadena de pequefia
longitud (Fig. 5.12) se repite para cadenas con valord§ deayores. Sin embargo, para un
valor dado d&D, el valor derg no varia con el valor d&, como en una primera aproximacion
podria esperarse si Gnicamente actuara como un pardmetro que ayuda o dificulta la vision
entre si de los osciladores de la cadena. No obstante, el efecto del parBnmetnouede
ser reducido a una funcién tan simple como alargar o reducir el tamafio de la cadena. Con el
parametraD también se varia el espacio de fases de cada uno de los osciladores, pudiendo
incluso sacarlos de su estado caético [Pérez-Villar et al., 1993; DeCastro et al., 1995] y al
variar dicho comportamiento también variara la perturbacion que obtenga resonancia sobre
la nueva dinamica del sistema modificado.

Una explicacion sencilla de los resultados observados podria darse si se considerara
gue en las proximidades del comienzo de resonangida dinamica de la cadena se puede
reducir a la de una cadena de osciladores linealmente acoplados y periddicamente forzados
con una frecuencia igualfogl, cuya dinamica se puede describir en términos de una onda
plana. La frecuencia de onday el coeficiente de difusién se encuentran relacionados a
través de la ecuacion de dispersion de ondas,/D/ ), siendo) la longitud de onda. Para
cadenas de pequefia longitud, se puede consideraraguga por las condiciones de contorno
permaneciendo constante. Esto se adecua a huestras simulaciones donde se ha encontrado que
Tr o 1/v/D independientemente de la longitud de la cadena. Obviamente, la explicacion
dada es una simplificacién del problema, ya que la dinamica caodtica no puede ser reducida
a la de un simple oscilador. No obstante, nuestro objetivo es mostrar la similaridad entre el
problema de cierre de la frecuencia clasica que ocurre en una cadena de osciladores forzados



5.1. Efecto del Ruido de Color 93

periddicamente y el comportamiento Heparar — 7. Aqui, ellocking no ocurre para una
Unica frecuencia, sino para un rango de frecuencias que da lugar a un amplio comportamiento
de K en funcion del tiempo de correlacion cerca del comienzo de resonancia.

Ya que el ruido es afiadido sobre el paramétren la Ec. (5.2) y que dicho pardmetro
juega un importante papel en la estabilidad del modelo de Lorenz como pardmetro de
bifurcacién resulta interesante el estudio de la dependencia del sistema con respecto a dicho
pardmetro. La influencia d& se muestra en la Fig. 5.13.
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Figura 5.13: a) Representacion tridimensional He— K en funcion de logyT y el parametro de

bifurcacionR. b) Seccion de la representacion tridimensional para tres valot&s deDependencia

de K — K con R para el limite de ruido blanco gaussians- 10~%. En este caso se ha considerado
N =4,0 =3, D = 2y condiciones de flujo nulo en la integracién de la Ec. (5.2).

En la Fig. 5.13a se observa que al incrementar el valor del pardmetro de bifurcacién,
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la funcion K (T) muestra un desplazamiento global hacia valores positivos, deteriorando la
sincronizacion entre los elementos de la cadena. Este efecto se puede ver mas claramente
en los cortes de la Fig. 5.13b para distinitos valore®déor ultimo, en la Fig. 5.13c se
observa el comportamiento monoténicalde- K en funcion deR paraloggr = —4, donde

se recupera el limite de ruido blanco Gaussiano.

La dependencia dey y del valor maximo del grado de sincronizacids,,,., =
max(K — Kj), con el parametro de bifurcacidhse muestra en la Fig. 5.14.
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Figura 5.14: Dependencia del tiempo de correlacién de resonangiéeje de la izquierda y
cuadrados negros ajustados a una linea recta) y del valor maxifo-dd<, (eje de la derechay
linea discontinua) en funcién del parametro de bifurcadtdha grafica interna muestra la
dependencia del periodo medio de oscilacldde un Unico Lorenz en funcion d@. Los pardmetros
aqui considerados sol¥V = 4, 0 = 3, D = 2y condiciones de flujo nulo.

Para hacer un analisis comparativo se representa en el recuadro interior el periodo
medio de oscilaciéfi” para un Unico oscilador de Lorenz. Es notable la similitud mostrada
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entre el comportamiento de; y 7' con el parametra?, disminuyendo su valor a medida

gue este incrementa. Por el contrario, el valor maximo del grado de sincronizaciéon aumenta
linealmente conRk pasando incluso de valores negativos a positivos, es decir, pasando de
mejorar la sincronizacién a degradarla.

Claramente, en el estudio considerado se pueden apreciar dos efectos; primeramente,
se observa un efecto diecking entre la frecuencia caracteristica del oscilador y el tiempo
de correlacion del ruido que se expresa como un maximo de la fuiic{on parar = 7
Yy, en segundo lugar, se observa una mejora 0 una degradacién de la sincronizacion entre los
elementos de la cadena que depende de la intensidad del ruido y del coeficiente de difusion,
asi como de la proximidad al punto de bifurcaci®pn.

5.1.11 Resonancia en la Dinamica del Atractor

Si se analizan los resultados presentados, se puede decir que el ruido Gaussiano
correlacionado en el tiempo es equivalente de alguna manera a una modulacion periédica de
la dindmica del atractor. Dado que el espectro de potencia del ruido no puede ser considerado
plano dentro del rango de frecuencia de interés, cabe esperar un efecto resonante entre
la escala temporal del atractor y el tiempo de correlacion del ruido. La dependeicieote
la escala temporal del atractor y el hecho de que los valores ske encuentren dentro de los
periodos de oscilacidn del atractor refuerzan esta idea.

Para ratificar la existencia de este efecto de resonancia, se ha modificado el término
de ruido en la ecuacién de evolucion de la variabtiel sistema de Lorenz, Ec. (5.2) en el
modo,

95 = R(t)x; —y; —xjz; + D(yje1 +yj—1 — 2y5) (5.9)

R(t) = R+ &cos {% + d)j] (5.6)

donde los valores de la amplitady el periodor” del forzamiento periddico son equivalentes
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a la dispersion del ruide y al tiempo de correlacion en Ec. (5.4), es una fase aleatoria
inicial que sera diferente o igual para cada elemento de la cadena, dependiendo de si estamos
tratando con forzamiento local o global, respectivamente.

Las Figs. 5.15a y 5.15b muestran la dependenci&de K con el forzamiento
periddicor’ sobre el sistema de Lorenz modificado, Ecs. (5.5) y (5.6), para dos valores del
coeficiente de difusiom.
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Figura 5.15: Dependencia d& — K con el forzamiento peri6dico’ para el modelo de Lorenz
modificado, Ecs. (5.5) y (5.6), para dos valores diferentes del coeficiente de difusi@rs=&).5 y b)
D = 2.0. Los pardmetros considerados s¥n= 4, ¢’ = 3,condiciones de flujo nulo y; # ¢;,V

i,7 =1...N.

Al igual que en el caso de forzamiento con ruido correlacionado en el tiempo, también
aqui el grado de sincronizacién presenta un valor maximo o un valor minimo para un
dado, que depende de la intensidad del acoplamiento entre las celdas de la cadena. Se puede
observar que debido a que la frecuencia caracteristica del forzamiento periddico es Unica y
bien definida, los picos son mas estrechos que los obtenidos con ruido Gaussiano coloreado,
Figs. 5.6 y 5.7. Por otro lado, el valor de= 7, correspondiente al maximo y al minimo de
la funcion(K — Ky)(7') de las Figs. 5.15ay 5.15b es igual al periodo medio de oscilacion
de un Unico Lorenz para el conjunto de parametros seleccioffado).61 ¢.u. Los valores
medidos paray, (0 equivalentement®) son mayores que los correspondientes valores para
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Tr, Mmostrados en la Fig. 5.14 para diferentes valores del pardmetro de bifurBagiégue,
por definicion, el tiempo de correlaciéres el periodo de tiempo en el que los valoreg(dg
estan correlacionados temporalmentedntrola la memoria temporal del procesg)debe
ser menor qué’.

Por otro lado, un segundo efecto ha sido observado en los resultados obtenidos
con ruido de color, dicho efecto se materializa en la mejora o degradacién del grado de
sincronizacion del sistema.

5.1.1.2  Mejora o Degradacién de la Sincronizacion Cadtica

Recopilando los resultados mostrados anteriormente se llega a la conclusién de que
incrementando la intensidad del acoplamiento entre los elementos de la cadena se puede
llegar a una mejora en la sincronizacién cadtica debida a la formacién de agrupaciones o
clusters(conjunto de elementos sincronizados dentro de la cadena). Este efecto se hace mas
notorio para cadenas de longitud pequefia en las que disminuye el nirokrsteiesposibles
haciendo que el valor d& sea menor que el d&,. No obstante, en las Figs. 5.13y 5.14
se puede ver que dicho comportamiento puede llegar a invertirse con el incremento del valor
de R, de forma que el valor maximo d& — K, crezca hasta degradar la sincronizacion
(observese qu& > 49.5 & K — Ky > 0 en Fig. 5.14). La explicacion a este fenébmeno
puede verse en términos de un efecto de intermiterrciaft

Dado que en la Ec. (5.2) el pardmetro de bifurcad®ise modula corg(t), la
probabilidad estacionaria de obtener valoreg = R + £(t) menores queRy donde
el atractor no es cadtico viene dada por

Ru 1 2
P(R(t) < Ryg) = (7\}%/_ exp <(RQTR)> dR’ (5.7)

donde claramente se ve gitadisminuye con el incremento deparaR > Ry.

La sincronizacion entre elementos de la cadena se ve mejorada cuando las trayectorias
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de cada sistema se acercan. Este comportamiento dindmico ocutRéf)ataR ;;; donde las
trayectorias del atractor tienden a uno de los dos puntos fijos estables del sistema de Lorenz, y
de este modo, la distancia entre trayectorias disminuye a medida que evolucionan en el tiempo.
En otras palabras, las trayectorias correspondientes a los atractores de cada elemento de la
cadena convergen con una probabilidad dada por la Ec. (5.7); es decir, la probabilidad de tener
valores pequefios det — @’_, || enla Ec. (5.1) disminuye al incrementar Por lo tanto, el
comportamiento general de la funciéi(7) debe ser creciente cdp, tal y como se ve en la

Fig. 5.14 parak,,.... No obstante, este comportamiento puede modificarse incrementando
el valor deo, ya que la relacion d& con R disminuye conduciendo a un menor incremento

de K.« conR. Asi pues, controlando los valores @dg R se puede inducir una mejora de

la sincronizacion entre los elementos de la cadena.

5.1.2 Perturbando otros Parametros del Sistema

Este mismo estudio se puede hacer pero perturbando el paranatrtugar del pardmetro
R. En este caso, el sistema de ecuaciones Ec. (5.2), sera

iy = (a+&®) (v —z5)
zj = wy;—bz;

Al igual que antesqe = 10, b = % y R = 28 [Lorenz, 1963],D da cuenta del término de
difusion entre los elementos de la cadena, 1...V (IV nimero de elementos de la cadena),

y £(t) de nuevo representa un ruido Gaussiano coloreado de media cero. Para este estudio
nos hemos limitado al caso de ruido correlacionado o global y al igual que para el caso en el
gue perturbabamos el parameft@nalizamos el grado de sincronizacion del sistema, tanto
para el caso de condiciones de flujo nulo, como de condiciones de contorno periddicas. Para
el primer caso nos servimos del paramdiroEc. (5.1) mientras que el andlisis de los anillos

se hizo en base al estudio del espectro del mayor exponente de Lyapunov transverso (ver
apéndice C).
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La Fig. 5.16 muestra el comportamientode- K para una cadena con condiciones
de flujo nulo en funcion del tiempo de correlacién.el nimero de elementos en la cadena,
N,y el coeficiente de difusion).
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Figura 5.16: Dependencia d& — K en funcién de logyT para diferentes valores del coeficiente
de difusionD y el nimero de elementos cadticdsen una cadena con condiciones de contorno de
flujo nulo y en la que un ruido global can = 3 perturba el parametra del sistema de Lorenz.

Como en el caso en el que se perturbaba al paramet@ambién aqui se observa un
efecto de resonancia entre la escala temporal del sistema caético y el tiempo de correlacién
del ruido coloreadoy = 7x. Sin embargo, mientras que en el caso mostrado en la Fig.
5.7 se observaba que en funcién del valor del coeficiente de difusion habia una mejora o
una degradacién de la sincronizacién en la cadena, aqui, siempre se observa una mejora
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de K frente aK para un intervalo de valores del tiempo de correlacion (recordak@gue
corresponde al valor d& para el caso en el que la cadena no es perturbada). Por otro lado,
al igual que en el caso donde se perturbaba el paramietem el limite de ruido blanco
Gaussianor — 0y o7 constante, la cadena no llega a sincronizar independientemente de
la varianza del ruido [S&nchez et al., 1997;1999], y en el limite oo, el término de ruido

se comporta como un valor constante para cada elemento, de forma que el ruido afecta a la
dindmica del atractor que se vuelve asimétrico sin que se observe sincronizacion entre los
elementos de la cadena.

El comportamiento para el caso de cadenas con condiciones de contorno periddicas se
presenta en las Figs. 5.17 y 5.18, donde como se hizo en la seccién anterior, se lleva a cabo
el estudio a través del andlisis del mayor exponente de Lyapunov transyers9 frente a
logio7 Yy €l nUmero de onda reducidoparaD = 0.5y D = 2.0, respectivamente.

ud

n3

kg, (7l

Figura 5.17: Representacion 3D del may8LE en funcion del tiempo de correlacion y el nimero de
onda reducido. La funciéi(g, T) cruza de positivo a negativo para algunos valores critiggsg,.
Los parametros considerados son ruido globak; 3y D = 0.5.
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Figura 5.18: Representacion 3D del may8LE en funcion del tiempo de correlacién y el nimero de
onda reducido. La funciéi(g, 7) cruza de positivo a negativo para algunos valores criticgsq..
Los parametros considerados son ruido globak: 3y D = 2.0.

En ambas figuras se observa un comportamiento analogo al de las Figs. 5.9 y 5.10.
Para cualquier valor dg A(7) muestra el efecto resonante pararyral igual que pard( ().

La razon de que con perturbaciones erse encuentre siempre una mejora de la
sincronizacion de la cadena, mientras que con perturbacionBobservemos tanto casos
de mejora como de degradacioén, puede encontrarse a través del andlisis lineal de la relacion
existente entre el valor del parametR) para el que el sistema de Lorenz presenta una
bifurcacion de Hopf, y el parametrg

[a(a+b+3)]

Ru(e) = a—b—1

(5.9)
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Figura 5.19: Dependencia del valor dB para el que tiene lugar la bifurcacion de Hopf en el sistema
de Lorenz en funcién del paramewo Las flechas indican la direccion de las perturbaciones
dependiendo del lugar en el que se producen las perturbaciones ruild(Bgg«(2). El punto
(resultado de la interseccion de las dos lineas discontinuas) indica la posicion de los valores estandar
del sistema de Lorenz que se han considerado en nuestro edtueid8 y a = 10). La zona
sombreada corresponde al conjunto de valores paramétriddsydeque dan un atractor caético en la
dinamica del sistema.

EnlaFig. 5.19, donde se representa dicha relacion, se puede ver que a diferencia de lo
gue ocurre cuando el ruido perturba al pardm&rouando el ruido perturba al pardmetrel
efecto de intermitencian-off tiene lugar tanto para valores positivos como negativasgije
puesto que la linea que delimita la zona donde ocurre la bifurcacion de Hopf en el sistema de
Lorenz puede ser cruzada en ambas direcciones (en este caso la direccion de perturbacion es
la sefialada con la flecha (2) en la Fig. 5.19). De este modo, se explica el hecho de que cuando
se perturba el parametrola sincronizacién de la cadena sea mas facilmente mejorada.
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5.1.3 Contribuciéon Aditiva del Ruido

Hasta aqui se ha estudiado el caso en el que la contribucién del ruido al sistema era de forma
multiplicativa, pero cabe preguntarse que ocurriria en el caso de que la contribucién fuera
aditiva. En este caso la Ec. (5.2) se transformaria en,

& = aly; — )
Y; = Rwx;—y; —wxjz; +D (yj+1 +Yj—1 — 2yj) + fj(t) (5.10)
Zj = wjy; — bz

Los resultados obtenidos para este analisis muestran una fuerte dependencia del coeficiente
de acoplamiento entre los elementos de la cadena, de forma tal que el caracteristico efecto
resonante encontrado en el estudio correspondiente a una contribucion multiplicativa del ruido
de color llega a desaparecer para valores de difusion elevadog.0, es decir, para fuerte
acoplamiento entre los osciladores.

En la Fig. 5.20 se comparan los casos de contribucién multiplicativa (filas superiores)
y contribucién aditiva (filas inferiores) para una cadena de 20 elementos en la que se han
considerado tanto condiciones de flujo nulo como periddicas, y una dispersion de ruido
o = 3, para dos valores de difusion dadaés £ 0.5y D = 2.0, linea continua y punteada,
respectivamente).

Un estudio mas detallado d€ con la dispersién del ruido y el tiempo de correlacién
ratifica la mayor dependencia de la contribucién aditiva con el término de difusién. Asi, en
la Fig. 5.21, se puede observar como para el caso de2.0 (filas inferiores) el efecto de
resonancia con contribucion aditiva (columna de la derecha) desaparece en contraposicion con
el caso multiplicativo (columna de laizquierda) en el que dicho efecto se mantiene. Como ya
se menciond en el estudio de la contribucion multiplicativa, el Unico efecto de la dispersion
es incrementar el valor del maximo y ensanchar dicho pico entorno al valor del tiempo de
correlacién resonanter.
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Figura 5.20: Dependencia d& — K en funcién de logyT para 2 valores d® y N = 20. Se ha
considerado ruido localy = 3.0 . La linea continua corresponde al cd3o= 0.5y la linea
punteada al casp = 2.0.

La fuerte dependencia observada con el coeficiente de difusién de la dindmica del
sistema especialmente en el caso aditivo puede convertir este efecto resonante en un parametro
de ayuda para discernir entre configuraciones fuertemente acopladas y configuraciones con
débil acoplamiento. Es mas, si nos remitimos a los resultados presentados en las subsecciones
5.1.1y5.1.2, se encuentra que en funcién del término difusivo se consigue bien una mejora
de la sincronizacién de la cadena con respecto al sistema sin perturbar o bien una degradacién
de la sincronizacion.
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Figura 5.21: Dependencia del grado de sincronizacién— K en funcion de logyT y la
dispersion del ruider. La columna de la izquierda representa el caso con contribucion multiplicativa,
conD = 0.5y D = 2.0, respectivamente, y la columna de la derecha muestran el caso aditivo. Se
ha considerado ruido local en una cadena\de= 20. El mapa de color cubre el rango [-3 13] en el
caso multiplicativo y [-3 6.5] en el caso aditivo. La diferente escala se considerd para una mejor
visualizacion de la dindmica de resonancia.

La explicacion de los maximos y minimos de resonancia observados puede encontrarse
en la formacion delusters o agrupaciones de elementos que sincronizan unos con otros.
La aparicién de un maximo o de un minimo, dependera de donde se perturbe el sistema o
de los parametros impuestos en la cadena como la difusién o las condiciones de contorno.
Asi, un maximo se puede ver como un incremento en la diversidad de comportamientos
y un minimo como una generalizacion del comportamiento disminuyendo el nimero de
clustersdentro de la cadena. Esto se visualiza en las Figs 5.22 y 5.23 donde se representa
la evolucion espaciotemporal de los osciladores de una cadena de 100 elementos para dos
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coeficientes de difusion y considerando tanto el caso en el que el pardmetro perturBado es
(filas superiores) como el caso en el que las perturbaciones se hacen en el pardfilago
inferiores). En ambas figuras se han tomado 3 valoresphra cada una de las situaciones
estudiadas de forma que el comportamiento observado en las Figs 5.6, 5.7 y 5.16 se podria
apreciar visualmente en estas figuras. Para el valor del tiempo de correlacion correspondiente
al valor de resonancia, (imagen central en ambas figuras), dependiendo de si el grado de
sincronizacién K, aumenta o disminuye (Figs. 5.6, 5.7 y 5.16) se podria intuir un mayor o
menor desorden, concretamente, el da§9 para difusion 2 refleja bastante bien la aparicion

de una menor agrupacién entre los elementos de la cadena, fruto de un aumento en el valor

de K (Fig. 5.6 paraV = 100y D = 2.0).
Yy

Dilugsdn=05

FIEY

Figura 5.22: Observacion de la formacion y destruccion de agrupaciones en cadenas de Lorenz
perturbados por ruido de color. Las filas superiores corresponden a perturbaciones en el patgmetro
las inferiores en elv. D = 0.5. En el ejex se representa la variablede cada uno de los elementos
de la cadena y en el ejesu evolucion temporal. El color claro corresponde a valores positivos y el
oscuro a valores negativos de la variable.
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Figura 5.23: Observacion de la formacion y destruccién de agrupaciones en cadenas de Lorenz

perturbados por ruido de color. Las filas superiores corresponden a perturbaciones en el p&dmetro

las inferiores en elv. D = 2.0. En el ejex se representa la variablede cada uno de los elementos

de la cadenay en el ejesu evolucion temporal. El color claro corresponde a valores positivos y el
oscuro a valores negativos de la variable.

Para ratificar esta aseveracion, se procedié al calculo de la autocorrelacion entre los
100 elementos de la cadena en funcién del tiempo de correlacién del ruido. Para el célculo de
dicha correlacién se computd la funcion

> T

F(l) =

g
>
J

(5.11)

Si se calculan los limites de confidencialidad de los correlogramas obteﬂjﬂps/N
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[Chatfield, 1984]) se encuentra que tal y como se predecia intuitivamente a la vista de las Figs.
5.22 y 5.23, la resonancia €1 se traduce en una formacion o destruccidrtldetersen la
cadena. Latabla 5.2 muestra la longitud de correlacion [Chatfield, 1984] obtenida para los
diferentes casos mostrados en las Figs. 5.22 y 5.23.

r(tu) 10°[10 %[ 102
D=20,R(t) | 60 | 46 | 55
D=05 R() | 30 | 20 | 6.0

r(tu) 10° [ 103 | 102
D=20,a(t) | 39 | 44 | 4.0
D=05,0a(t) | 53 | 60 | 6.0

Tabla 5.2: Longitudes de correlacién para los diagramas mostrados en las Figs. 5.22 'y 5.23.

Por longitud de correlaciébn se entiende el numero medio de elementos que se
encuentran correlacionados en una serie numérica. Los valores mostrados en la Th. 5.2
corresponden a los valores en los que la funcién de correlacion calculada para cada uno de los
casos mostrados en las Figs 5.22 y 5.23 cortan los limites de confidencialidad por debajo de
los cuales la serie se puede considerar totalmente aleatoria y sin ningun tipo de correlacion.
Si se observan los valores de la tabla se encuentra que tal y como se intuia en las Figs. 5.22
y 5.23 el incremento observado énh corresponde con una menor longitud de correlacion
0 lo que es lo mismo un mayor desorden mientras que la disminucidn ske traduce en
una mayor longitud de correlacion encontrandose una mayor agrupacion de elementos en la
cadena.

De acuerdo con estas observaciones se podria conocer el tipo de acoplamiento entre
los elementos de un sistema o bien inducir la generacion o destruccion de agrupaciones
simplemente perturbando dicho sistema con sefiales de ruido coloreado de baja intensidad.
Esta idea resulta de gran interés a nivel bioldgico y de control de caos espaciotemporal. En
particular, un atractivo campo de estudio podria ser la region CABiplgbcampuscentro
comun de los focos epilépticos. En el caso de la epilepsia, estudios recientes achacan el
desencadenamiento de un ataque o episodio epiléptico a la sincronizacién de un gran nimero
de neuronas como consecuencia de una comunicacion neuronal demasiado rapida [Jefferys,
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1990; Jensen & Yaari, 1997; Larter et al., 1999]. Es mas, autores como Freeman y Skarda 'y

posteriormente Kelso y Fuchs han sugerido que el comportamiento cadtico es el mas deseable
para la actividad cerebral ya que un estado cadtico corresponde a un nimero infinito de érbitas

periddicas inestables facilmente accesibles para computacion neuronal [Freeman & Skarda,

1985; Kelso & Fuchs, 1995]. Siguiendo esta linea, podria especularse sobre la idea de ayudar
a la desincronizacion de dichas células nerviosas con ruido de baja intensidad o bien podria

conocerse el coeficiente de difusion del sistema a partir del grado de sincronizacién entre las

células.
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Figura 5.24: Dependencia del efecto resonante con el nimero de elementos perturbados por ruido de
color en modo multiplicativo en una cadena de 20 elementos. Se ha considerado ruido local y
condiciones de contorno periédicas. Los casos representados corresponden a la perturbacion de 1, 4, 8,
14y 17 celdas, de abajo arriba, respectivamente.

En nuestro estudio se ha conseguido incrementar el desorden de una cadena al perturbar
todos los elementos de la misma con ruido de color de baja intensidad. Siguiendo estalinea, se
ha buscado cual es el nUmero minimo de celdas que han de ser perturbadas de forma aleatoria
para conseguir un efecto de resonancia capaz de degradar la sincronizacion entre los elementos
de lacadena. Se ha encontrado que con una perturbaciéf @ellos elementos de la cadena
se obtiene ya un débil aunque perceptible efecto de resonancia tal y como se puede observar
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en la Fig, 5.24.

Si se hace un estudio del grado méaximo de desincronizacion experimentado por
una cadena frente al porcentaje de elementos perturbados de forma aleatoria, tanto para
contribucién multiplicativa como aditiva del ruido, se ve como después de un incremento
elevado del mismo se tiende a una estabilizacion del efecto desincronizante. Asimismo,
aunque el comportamiento cualitativo es similar con ruido multiplicativo o aditivo, la
intensidad del caso aditivo es mucho menor que la que presenta el caso multiplicativo, tal
y como cabria esperar.
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Figura 5.25: Dependencia del grado maximo de desincronizacién con el porcentaje de elementos
perturbados en una cadena.

Estos resultados afianzan mas la idea de que utilizando ruido, preferiblemente de color,
de baja intensidask puede controlar el caos espaciotemporal incluso sin perturbar la totalidad
de elementos del sistema. Ademas, esto facilita el proceso de control. Por ejemplo, en el caso
de los complejos sistemas neuronales bastaria con la perturbacion de un pequefio porcentaje
de células para la consecucién del efecto deseado.
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5.1.4 Efecto del Ruido en otros Sistemas Cadticos

5.14.1 Oscilador de Chua

Se podria pensar que el efecto que se ha encontrado en este estudio es caracteristico
Unica y exclusivamente de cadenas constituidas por unidades cadticas de Lorenz. Asi se
procedié al estudio de otros sistemas cadticos, en particular para cadenas de osciladores
de Chua, pero esta vez el estudio se hizo experimentalmente. Para ello, se llevo a cabo la
implementacion de 3 osciladores de Chua que perturbamos multiplicativamente con ruido
Gaussiano de media cero del tipo de Ornstein-Uhlenbeck [Sancho et al., 1992;]. El caso
analizado es, al igual que en el estudio de la seccién anterior, restringido al caso de ruido
global o correlacionado.

Los experimentos se llevaron a cabo para una cadena de 3 osciladores de Chua
[Sanchez et al., 1997;1999; Mufiuzuri & Lorenzo, 1999] en régimen cadtico. El sistema de
evolucién es

dvy ; 1 1
i = = (Vo= Vi) = h(Viy) + o (Vijor + Vajoa = 2Vh)
Vs, 1 .
Gt = (Vi —Voy) i (5.12)
L% = —‘/27j — T‘oZ'L,j

dt

dondeVy, Vo, y iy, voltajes a través de los condensadatgs C, y corriente a través de

la bobinaL, respectivamente, son las tres variables que describen el sistema dinamico que
resulta de la aplicacion directa de las leyes de Kirchhoff. Los circuitos se conectan por la
variableV; a través de la resistencia de acoplamieRtainicamente con sus vecinos mas
proximos y con condiciones de contorno de flujo nulo. La funcién caracteristica del diodo de
Chuah(V;) se define como,

1
h(V1) = GoVi + 5(Ga = Go) [V + By| = [Vi = By (5.13)
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donde G, y G, son las pendientes interiores y exterioreshq®;), respectivamente, y
B, = 1V define la posicion de los puntos de ruptura de la funcion caracteristica del diodo de
Chua (ver apéndice A). La Fig. 5.26 muestra el esquema del montaje experimental utilizado.

White Noise Generator 4“—/W\/\, :“
a

Figura 5.26: Diagrama del montaje experimental implementado para introducir ruido experimental
multiplicativamente en una cadena de circuitos de Chua acoplados difusivamente. El ruido se afiade al
voltaje V7 y se usa para conducir el elemento no lineal del circuito (ver Ec. 5.13). El ruido se
independiza de todas las VCCS para asegurar la no interaccion entre los circuitos excepto la debida a
las resistencias de acoplamied®g. El ruido blanco gaussiano originado por el generador de
funciones se transforma con un filtro en un ruido gaussiano de media cero del tipo de
Ornstein-Uhlenbeck (ver apéndice B) con un tiempo de correlaciénR, Cy, el cual es afiadido al
circuito a través de un buffer despues de pasar a través de un operacional de ganancia variable que no
aparece en el diagrama.

Los componentes sdit, Ca, L, 79, R) = (10nF, 100nF, 10mH, 2092, 1.1KQ?). Las
pendientes de la funcion caracteristica no lifgdf), Ec. (5.13), se definen com@,, =
—8/7000 y G, = —5/7000. Los circuitos se han muestreado con un osciloscopio digital
(Hewlett-Packard 54825A) con una relacion de muestreo maxindo-deé0? muestras por
segundo}l.5 GHz de ancho de banda, y una longitud3@800 puntos, conectados a un PC
para el procesamiento de datos.
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El ruido externo se ha introducido multiplicativamente usando un circuito de Chua
modificado [Sanchez et al., 1997;1999] que capacita al elemento no lineal para ser conducido
por una fuente externa. EI elemento no lineal es controlado, en general, por el voltaje
procedente de una fuente externa, no necesariamente el voltaje procedente del condensador
C4, como ocurre en el caso de un circuito de Chua estandar. De forma que la ecuacion de la
variableV; queda como,
a-Wi h

OV = 7

(Vi +&(1)) (5.14)

donde es facil ver que el término del ruido contribuye multiplicativamente.

El ruido correlacionado se obtiene experimentalmente filtrando la sefial de ruido
blanco Gaussiano de un generador de funciones a través de un filtro activo con un tiempo
constanter = R,C, [McClintock & Moss, 1989; Luchinsky et al., 1998]. El generador
de funciones usado para la obtencion del ruido blanco es un Hewlett-Packard 33120A (ver
apéndice B). Al igual que para la construccion del montaje de comunicaciones, el disefio e
implementacién se ha llevado a cabo con el simulador Orcad.

En el proceso de medida experimental, dadas las limitaciones debidas a la capacidad
de muestreo del osciloscopio que sélo permite la toma de cuatro sefiales a la vez, se redujo
la definicién del pardmetr& pasando a considerar sdlo el valor de una de las variables del
oscilador, en este caso, la sefial Para ello, se parti6 de la hipotesis de que la sincronizacion
alcanzada en esta variable es proporcional a la sincronizacién alcanzada por el conjunto de
variables del sistema, es decir, si esta variable se encuentra sincronizada el resto de variables
del sistema también muestran sincronizacion. Podemos hacer esta suposicion partiendo de
gue los resultados muestran que, cualitativamente, el comportamiento general del sistema no
se ve significativamente alterado por la restriccion del paraniétacuna sola variable.

T

1 1 O 2
K =1lim T Z m Z:; [Vlt,j—l o ‘/17:7_7'] (515)

T'—o00
t=1 7

Como en la Ec. (5.1), esta funcién es definida positiva y sera igual a cero cuando todos los
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elementos de la cadena se encuentren globalmente sincronizados.

Tal y como se esperaba tras los resultados obtenidos en las secciones 5.1.1y 5.1.2, si
se observa la Fig. 5.27, donde se representa la evoluciéham el tiempo de correlacion
T para diferentes valores de la resistencia de acoplamiento, también aqui, el principal efecto
del ruido Gaussiano de color sobre la cadena de osciladores es la mejora de la sincronizacion.
Este comportamiento concuerda con el obtenido tanto para sistemas de Lorenz en los que se
perturbaba el parameteg como el observado al perturbar el pardmétren sistemas con un
coeficiente de difusion elevado, lo que traducido a este sistema experimental significa valores
bajos de resistencias de acoplamiebtoc 1/ R. (ver Figs 5.16, 5.6 y 5.7, respectivamente).

L L L L L L M|
0.01 0.10
Time Correlation (s)

Figura 5.27: Representacion semilogaritmica Heen funcién der para tres valores diferentes de
R.. Ya que la longitud de la serie temporal viene determinada por la capacidad de grabacion del

osciloscopio y la escala temporal del circuito de Chua, se han realizado 50 muestreos de sefial para
cada valor de- de modo que la estadistica sustituye al limit&tde~ oo en la Ec. (5.15). Los datos
experimentales vienen dados por los simbolos y las lineas representan la interpolacion de datos: (+) y
linea discontinua par®. = 6.8€2, ({») y linea discontinua con punto pafa. = 142,y (0) y linea
continua para?,. = 27€). los valores obtenidos pafé se han escalado enfdey 1 para una mejor

representacion. Los valores maximos y minimoddeara cada resistencia de acoplamiento son:

0.11y0.13 paraR,. = 6.8, 0.34y 0.37 paraR,. = 149,y 1.39y 1.51 paraR, = 27€). La

amplitud (pico a pico) del ruido en este experimento e8&enV .
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Debido a que en los resultados obtenidos se encontré que el valor meldicrdee
con la resistencia de acoplamien®y (comportamiento légicamente esperado, ya que, al
aumentar el valor nominal de la resistencia de acoplamiento, lo que se hace es disminuir el
término de difusién entre las celdas de la cadena y con ello su acoplamiento dificultando la
sincronizacion entre las mismas), se procedio a un escalamiento de los valéresitte 0
y 1 para una mejor visualizacion de los mismos. En general, independientemente del valor
especificado de la resistencia de acoplamiento cuanttece, el grado de sincronizacion
decrece, casi exponencialmente, hasta alcanzar un minimo y a continuacion experimentar un
suave incremento hasta alcanzar un valor constante de saturacién parh El minimo
de K(K:,) corresponde a una eleccion optima «de,,:»,) donde se obtiene la mejor
sincronizacion.

1.5 1.5

(b)

V2 (V)

Figura 5.28: Efecto del ruido correlacionado en el tiempo sobre el atractor caifwigble-scroll (a)
del circuito de Chua para valores intermediogrd€uandor crece, el atractor se distorsiona llegando
a ser periddicamente asimétrico, para finalmente perder la aparierdiaidle-scroll (b). La imagen
presentada en (b) se tomo congelando la imagen del osciloscopio. Los parametrogsda;) V
10mV y (b) 400nV, T = 50ms, y R, = 6.84).

Como ocurria en el estudio con osciladores de Lorenz para valores intermedios de
7, el ruido Gaussiano correlacionado modula periédicamente el potéqciatbservandose
un efecto de resonancia entre el tiempo de correlacion del ruido y la escala temporal del
circuito de Chua [Lorenzo & Mufiuzuri, 1999]. Si se visualiza el atractor del sistema se puede
observar cédmo la amplitud del ruido hace que el atradtable-scroll pierda su simetria
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distorsiondndose como consecuencia de la dinamica del ruido. En la Fig. 5.28 se puede ver
esta transicion fruto de un incremento de la amplitud del ruido.

En el estudio de la dependencia del valor del tiempo de correlacion para el que ocurre
el valor minimo deK con el valor de la resistencia de acoplamieritg, se encontré que
TR Crece conR,. tal y como se puede ver en la Fig. 5.29. Este comportamiento corrobora el
obtenido para el sistema de Lorenz (ver Fig. 5.12). Hay que destacar que mientras que en la
Fig. 5.12 se representa la dependenciagdeon el coeficiente de difusiéb en la Fig. 5.29
dicha representacion se hace en funcion del coeficiente de aCOplaIR'LEOI(%.
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Figura 5.29: Dependencia del tiempo de correlacion, correpondiertg,g,,, con la resistencia de
acoplamienta®,... La amplitud del ruido (pico a pico) es 250V .

Cuandor — 75 se espera una fuerte interaccion entre la escala temporal del ruido
y la del circuito de Chua y esta interaccion redundara en una mejor sincronizacion entre los
elementos de la cadena. Asimismo, en la Fig. 5.30, se presenta la dependdiicarni&a
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amplitud del ruido para un valor dado deerca del caso limite de ruido blanco.

Como se esperaba, el incremento en la amplitud del ruido degrada la sincronizacion
entre los elementos de la cadena y al igual que ocurria en el estudio de cadenas de Lorenz
(Fig. 5.11) no se observa un efecto resonante con la amplitud del ruido.

0.3

0.2

0.1

O L 1 L 1 L 1 L
0 200 400 600 800
Noise Amplitude (mV)

Figura 5.30: Dependencia d& con la amplitud pico a pico de un ruido correlacionado en el tiempo.
R, =109, 7 = 0.01s.

Recopilando los resultados obtenidos experimentalmente se puede concluir que el
comportamiento observado en el estudio de cadenas de osciladores de Chua, ratifica lo
encontrado en el analisis de cadenas de osciladores de Lorenz.

5.1.4.2 Oscilador de Rossler

Buscando una zona de transicion en el comportamiento del efecto resonante seguin
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gue el area de trabajo sea periddica o cadtica, se considero el andlisis de un sistema capaz de
presentar dentro de un rango adecuado un diagrama de bifurcacion lo suficientemente amplio
como para abarcar tanto un comportamiento de ciclo limite como un comportamiento caético.
Para este estudio se descart6 el sistema de Lorenz por su irregular diagrama de bifurcacion.
Excluido el sistema de Chua por su inestabilidad, fruto de la rica variedad de comportamientos
gue encierra dicho oscilador, finalmente se opto por estudiar el sistema de Rdssler, ya que éste
presenta un diagrama de bifurcacién al caos de doble periodo para un estrecho rango de su
parametro de bifurcacion, (ver Fig. A.8 del apéndice A).

Una vez elegido el sistema, se prosiguié a la simulacién de una cadena de osciladores
de Réssler con condiciones de flujo nulo y localmente perturbada por ruido paramétrico tanto
a través de una contribucién multiplicativa como de una contribucion aditiva. En el siguiente
sistema de ecuaciones se presentan ambos tipos de contribucién

dl‘j

r

dy; "

— = it ay;+ (1) + D (g +yj- — 2y)) (5.16)
dz; m

a0

donde &I*(t) y &5(t) corresponden a los casos de ruido multiplicativo y aditivo,
respectivamente. En este sistema de ecuaciones se ha llevado a cabo un rescalamiento
del sistema, para obtener resonancia en valores @&onables, de forma qué = 10t.
Asimismo, se hatomado= 0.1, b = 0.1 y se ha elegido acomo parametro de bifurcacion.
Aligual que en el estudio anteri@r representa al coeficiente de difusion entre los osciladores

y el ruido utilizado ha de ser de baja intensidad pues una dispersion elevada llevaria a la
desaparicion del atractor para valores bajos del pardmetrba introduccion del valor
absoluto en la ecuacion diferencial de la variablgel sistema|(: + 5;.”(75)|) se hizo para

evitar que valores menores que cero de la sefial ruidosa dieran lugar a valores del pardmetro
¢ negativos, en cuyo caso el sistema se desestabilizaria perdiendo asi el conocimiento de su
dindmica. Podria pensarse que la restriccion introducida en el sistema, con el valor absoluto
de la Ec. (5.17), puede modificar las propiedades de nuestra perturbacion, sin embargo, se
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ha comprobado que nuestro condicionante no altera de forma significativa las caracterisiticas
(media, desviacion estandar, etc.) de la sefial ruidosa.

Por otro lado, la introduccion del ruido aditivo en la variaplse hizo después de
probar su posible introduccién en la variablgobtener una desaparicién abrupta del atractor
lo que imposibilitaba el seguimiento de la dinAmica del sistema. A diferencia de lo que ocurria
en el sistema de Lorenz donde se tenia qué¢) = 0, en el sistema de Rosslér.¢) # 0.
Esto motiva la aparicion de diferencias ya no sélo cuantitativas, sino tambien cualitativas del
ruido multiplicativo con respecto al ruido aditivo. En el caso del Lorenz, el sistema responde
al ruido multiplicativo en la misma forma que al ruido aditivo, con la diferencia de que en
el caso multiplicativo la respuesta presenta una mayor intensidad. En el sistema de Rgssler,
el ruido multiplicativo actuara como tal, pudiendo provocar la observancia de transiciones o
comportamientos no observados en el estudio del Lorenz.

En esta seccidn se ha restringido el estudio a una cadena de 4 osciladores, tipo Réssler,
con condiciones de flujo nulo y ruido correlacionaddGomo se hizo para las ecuaciones del
sistema de Lorenz, la Ec. (5.16) se integré usando el método de Euler con un paso temporal
detstep =10* repitiéndose las simulaciones una media de cinco veces para cada 3.000.000
de iteraciones o hasta que el parametro de estiidiariara menos de un 5%.

Para el caso en el que la contribucion es multiplicativa se ha obtenido, al igual que
ocurria con los osciladores de Lorenz y Chua, una resonancia entre las escalas temporales
existentes en el sistema, esto es, el periodo medio del oscilador y el tiempo de correlacion del
ruido.

Dicho efecto de resonancia se manifesta a través de un maxikigara unrz dado,
independientemente de que el atractor del sistema se encuentre en zona cadtica o en zona
periodica. Analizando dicho valatz; en funcidn del parametro se ha encontrado que ha
diferencia de lo que ocurria en el sistema de Lorenz, en el que se obserpeusucionaba

2 Estudios similares se han llevado a cabo para cadenas de 20 osciladores sin encontrarse cambios significativos

en su comportamiento.
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parejo al periodo medio de oscilacion del sistema. Aggino sigue el comportamiento del
periodo medio de oscilacion del oscilador, sino que se comporta como el periodo de la variable
z del sistema para el cual> 0, T.. Este comportamiento es razonable si se tiene en cuenta
que en la Ec. (5.16) el ruido multiplicativo sé6lo contribuye cuando dicha variaptesenta
valores mayores que cero|¢ + £ (t)| > 0).

Por otro lado, también es notable la diferente dependencia encontradg, [zagUn
gue nos encontremos en zona caética o en zona periddica de la cascada de bifurcacién. Si se
observa la Fig. 5.31, en la que se representa tanto el valgg,dmmo el del’, en funcion
del parametre y se analizan los diferentes valores, se llega a queqara,, 7r(c) — T%,
mientras que en la zona de la cascada de doble petieda:,, 7z(c) — T3, o lo que es
lo mismo,7r(c < ¢y) o T3(c > ¢). Elvalorce, = 7 corresponde al valor del punto de
acumulacion de la cascada de doble periodo que como consecuencia de la existencia del ruido
se ha desplazado desde su valor originagio= 9.
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Figura 5.31: Dependencia degr y T, con el parametro de bifurcacion c del oscilador de Rossler.
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Si nos remitimos a los estudios de Cabretral. [Cvitanovic, 1984; Cabrera & De la
Rubia, 1997; Cabrera et al., 1999] es posible encontrar una ley de potencias equivalente de la
formarr o |T — T3 |" dondeT; es el periodo del ciclo limite en el punto de bifurcacion del
oscilador (en este caso este punto de bifurcacién se ha elegido para normalizar los calculos y
corresponde al valor en que comienza la cascada de doble periodo). El@alan exponente
gue toma valores distintos dependiendo del signode,. Se ha encontrado que= —3
parac < ¢, Yy v = —1 parac > ¢,. lgual que antes se ha encontrado un fagtentre los
exponentes que gobiernan la transicién entre la zona perioédica del oscilador y la zona caética
del mismo.

Figura 5.32: Dependencia d& con el parametro de bifurcacién

La contribuciéon aditiva del ruido difumina las distintas bifurcaciones que sufre
el atractor de Rossler en funcion del pardmetrpero no induce ningin cambio en el
comportamiento del sistema conservando el comportamiento del parafhgtoando el
ruido no perturba el sistema, Fig. 5.32. Lo que si se observa es la resonancia entre las
escalas temporales del oscilador y del ruido correlacionado. Ademés, como consecuencia de
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la pequefia longitud de la cadena considerada, 4 osciladores, se observa dicha resonancia como
un Maximo 0 como un minimo segun que el atractor se encuentre en zona periodica o caotica.
Este comportamiento mostrado en la Fig 5.33, es el que se cabria esperar ya que, 4 osciladores
periédicos e idénticos acoplados difusivamente presentan una fuerte sincronizacién que se
vera degradada cuando dichos osciladores sean perturbados por ruido, no obstante, en el caso
de osciladores cadticos el ruido puede ayudar a la formacion de pegiestess formacion

gue se vera favorecida cuanto menor sea el tamafio de la cadena.
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Figura 5.33: Representacidn tridimensional del grado de sincronizakidrente al parametro de
bifurcaciéncy la funcion del tiempo de correlacion lggr. Se han considerado condiciones de flujo
nulo, ruido local,D =1, N =4yo = 1.

En esta figura, las lineas punteadas delimitan las ventanas periddicas y cadticas
del diagrama de bifurcacion de un rossler. Como se puede ver los cambios en el
comportamiento d&’, maximos 0 minimos, ocurren en las zonas de transicion salvo pequefios
desplazamientos consecuencia estos del efecto del ruido aditivo en el sistema. Ademas, a
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diferencia de lo que ocurria en el caso multiplicativo, no se observa ningun desplazamiento o
variacion significativa en el valor de;. Esta invarianza puede ser motivada porque, mientras
en el caso multiplicativo el ruido era introducido en la ecuacion diferencial de la vatiable

de forma que éste sélo afectaba al sistema cuando dicha variabi@ba valores distintos de

cero, en el caso aditivo la sefial ruidosa se introduce en la ecuacion diferencial de la variable
y con lo que ahora la resonancia tendra lugar no con el periodo de la varjaiite con el
periodo medio de oscilacion de todo el sistema que tal y como se puede ver en la fig. 5.34
practicamente no varia con el parametro de bifurcacion

i i§

[ w1 15 = -v

Fardmeiro de Bifurcasdn C

Figura 5.34: Dependencia del tiempo de correlacion de resonangien funcion del parametro de
bifurcacionc. La gréfica interna muestra la dependencia del periodo medio de oscilacion de un Unico
Rossler en funcién de Los parametros sonV = 4, 0 = 1.0, D = 1.0, condiciones de flujo nulo

y ruido aditivo.
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5.2 Efecto del Ruido Blanco

La sustitucién de ruido blanco por ruido de color ha dado una mayor versatilidad a
nuestro analisis de sistemas espaciotemporales perturbados por sefiales estocasticas, ya que
con ruido blanco carecemos de un tiempo de correlacion capaz de producir resonancia entre
la escala temporal del sistema en estudio y la del ruido. Ademas, el ruido de color reporta un
analisis fisico mas realista que el hasta ahora obtenido con ruido blanco. No obstante, para
comparar unay otra eleccion se ha estudiado también el caso en que una cadena de elementos
caoticos de Lorenz acoplados difusivamente se ve perturbada por ruido blanco Gaussiano
de media cero. Al igual que en la seccidn anterior, se ha considerado tanto contribucién
multiplicativa como aditiva, y se han analizado los efectos cooperativos de la intensidad del
ruido, la longitud de la cadena y el valor del coeficiente de difusion. Los sistemas utilizados
corresponden alos presentados enla Ec. (5.2) y Ec. (5.10), para contribucién multiplicativa y
aditiva, respectivamente. La diferencia ahora radica en la naturaleza del término estocastico,
que representa a un ruido blanco Gaussiano de media cero, cuya funcion de correlacion es,

(w(t)Cw(t')) = 246(t —t') (5.17)

La amplitud del ruido esA. Como se hizo en el caso con ruido de color, el sistema de
ecuaciones ha sido numéricamente integrado usando un método explicito de Euler con un
paso temporal de0—* (ver apéndice B) [Garcia-Ojalvo & Sancho, 1999].

El comportamiento obtenido en este estudio, focalizado ahora para una cadena de
20 elementos en la que se consideran tanto condiciones de flujo nulo como condiciones de
contorno periddicas y ruido local, se muestra en la Fig. 5.35 donde tal y como se intuia el
ruido blanco en contribucién multiplicativa degrada la sincronizacion entre los elementos de
la cadena a medida que se incrementa su intensidad. No obstante, en el caso de contribucién
aditiva se observa una fuerte dependencia del sistema con el vdloitegando a obtenerse
una mejora de la sincronizacion del sistema cuando este presenta condiciones de flujo nulo.
Esta fuerte dependencia nos lleva a concluir que en este caso el responsable mas directo de
dicho comportamiento es el coeficiente de difusion entre los osciladores de la cadenay no el
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1.Figura 5.35: Dependencia d& — K, en funcion ded con N = 20y ruido local. La linea continua
correponde & = 0.5y la linea punteada B = 2.0.

ruido en si mismo.

Con vistas a una mejor caracterizacion de esta dependenkizde el coeficiente de
difusionD, se estudié la evolucion de dicho paraméirpara una cadena de osciladores tanto
en funcién de la dispersién del ruido como del término de difusion. En la Fig. 5.36 se muestra
el resultado de dicho estudio. Como se puede ver, existen dos comportamientos diferenciados
segun queD presente valores altos o bajos de la difusidn. Para los primeros, se observa un
incremento lineal de la degradacion de la sincronizacién en funcion del crecimiento de la
dispersion del ruido, mientras que para valores bajds de detecta una ligera mejoria de la
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sincronizacion que tiende a estabilizarse a medidadjaece.

Figura 5.36: Representacion tridimensional del comportamientdsdizente alD y A en una cadena
de 4 osciladores con condiciones de flujo nulo.

5.3 Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado y analizado el efecto que induce en cadenas de sistemas
caoticos difusivamente acoplados la introduccion de sefiales ruidosas. Se han considerado dos
tipos de ruido Gaussiano de media cero, ruido blanco y ruido de color. Asimismo, se tuvo en
cuenta tanto una contribucién aditiva de los mismos como una contribucién multiplicativa
en la que diferentes pardmetros del sistemas fueron perturbados. El analisis se ha hecho
en funcion del grado de sincronizacion del sistema glolalcantidad definida positiva
presentadaenlaEc. (5.1), y del espectro del mayor de los exponentes de Lyapunov tranversos
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del conjunto (ver apéndice C).

Se ha obtenido un efecto de resonancia en el sistema que a diferencia de la resonancia
estocastica comun no se da en funcion de la amplitud de la sefial ruidosa sino del tiempo
de correlacion del ruido de color utilizado. Hasta ahora, la mayoria de los sistemas que
analizaban el efecto del ruido en sistemas dinamicos y la aparicion de resonancia estocastica,
eran sistemas excitables o biestables en los que el ruido o bien elevaba el nivel umbral
de respuesta o bien favorecia uno u otro estado [Anishchenko et al., 1993; Nicolis et al.,
1993]. En nuestro caso, los osciladores de la cadena se encuentran en comportamiento
cadtico y nuestra variable de estudio, nivel de sincronizacion, sustituy8 s fautilizada
en los estudios clasicos de resonancia estocéstica. Otro factor importante en este estudio
es el término de difusioD. La relacién encontrada entre el nivel de sincronizacion de
un sistema y dicho parametro puede ser de gran utilidad en la comprensiéon y control de
muchos sistemas, como las ya mencionadas redes neuronales, ya que en funcién de que
dicho parametro sea mayor o menor la dindmica de resonancia presenta un comportamiento
de mejora o degradacion del nivel de sincronizacion. De nuevo el estudio de esta dindmica
puede ser de ayuda para conocer la intensidad del acoplamiento entre los elementos de un
sistema dado.

Desde otra perspectiva también se ha encontrado como el ruido puede ayudar a
diferenciar los distintos comportamientos presentes en los elementos de una cadena, tal
como se pudo comprobar en el estudio de una cadena de osciladores de Réssler perturbados
aditivamente por ruido de color.

En este capitulo se ha encontrado como no siempre el ruido tiene que verse como un
elemento destructivo, en ocasiones una dosis adicional de aleatoriedad o estocasticidad en un
sistema puede conducir a una mejora en el resultado deseado.



Capitulo 6
Conclusions and Outlook

6.1 Conclusions

In this work, it is possible to distinguish two main trends joined together through two
common elements, chaos and noise. On the one hand, the analysis of the performance versus
the noisy environment was carried out for different chaotic synchronization schemes looking
for an application in the communication field and, on the other hand, the effect of the noise
on several chaotic systems was studied in arrays of diffusively coupled elements.

The results obtained are summarized as follows,

1.-Each synchronization scheme was perturbed by white Gaussian noise of zero mean.
This allows to define a variable that characterized the loss of synchronization for each scheme.
We found that the best systems correspond to the systems with feedback in the reception, (for
example, the scheme of synchronization through compound chaotic signal).

2.- Comparing the best results of the studied schemes has shown that the chaotic
synchronization can play the same role as a lowpass filter, (i.e., suppress the noisy background
of a transmission). However, the large cost for implementing these mechanisms makes its
introduction in the commercial world difficult.

3.-The best synchronization scheme was chosen to test the sensitivity and efficiency of
several modulation schemes. In particular, the masking technique was studied in an analogical
system as well as different amplitude modulations in a digital system. The obtained results,
although acceptable, are worst in coherent modulation than in non-coherent modulation, that
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is, the schemes which use chaotic synchronization present a less efficiency and sensitivity
than those without synchronization in the receiver.

4.- A resonant behavior between the time scale of a chaotic attractor and the noise
correlation time (that is shown as a maximum or minimum for the degree of synchronization
K) has been observed by several chaotic systems diffusively coupled. This maximum or
minimum is translated in a worsening or enhancement of the chaotic synchronization. The
resonant behavior has been observed, both under additive and multiplicative contributions of
the correlated noise. Nevertheless, the resonant phenomenon is much more reduced for the
additive case and even disappears for strong coupling.

5.- The results obtained with white Gaussian noise show a worsening of the
synchronization as the noise intensity is increased. Moreover, a strong dependence on
the coupling strength is observed in such a way that high valud3 bardly modify the
synchronization level of the array.

6.- Arrays composed by diffusively coupled chaotic oscillators are considered and their
bifurcation parameter is varied. The effect of additive noise on the different bifurcations
observed by these systems is to produce a bifurcation gap in the set of available states. This
gap increases with the noise dispersion. On the other hand, for a multiplicative contribution,
the noise is able to induce different behaviors since the dynamic can be considered to
lie within the periodic or the chaotic area. This behavior was described in terms of two
different exponents that characterize both dynamical regions. Moreover, only for a non-zero
mean multiplicative contribution of the noise this noise-induced behavior was observed (for
example, the Rdssler chaotic attractor).

6.2 Outlook The results obtained in this work open new perspectives in the field
of communications based in chaos. On the one hand, we have seen that the systems
which use some kind of error feedback in order to achieve synchronization present a better
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performance versus the noisy contamination than without it. On the other hand, the non-
coherent modulation techniques were found to show a more competitive behavior than the
coherent modulation techniques preserving the properties of the chaotic signals.

Concerning the second part of the manuscript, one might speculate that the different
behavior observed for weak and strong coupling among cells when the system is perturbed
with noise (independently of the time correlation) could be used to get an idea of the coupling
and synchronization strength in neural networks involved in hippocampal epilepsy. In this
sense, experiments could be performed by setting the level of an external noise and then
measuring the degree of coherence/synchronization of the output or response of the system
with some information carrying stimulus. For those areas of the neural system strongly
correlated, the degree of synchronization will increase with increasing noise intensity while
for the remainder areas, the output will remain constant.

Moreover, in the case of epilepsy, the current studies show that if populations of
neurons are communicating quickly the nodes of the lattice synchronize in a periodic limit
cycle, much like a seizure where many neurons are synchronized. Schiff et al. [Schiff et al.,
1994] were able to anticontrol the seizurelike neuronal discharges in slices of rat hippocampal
tissue delivering low-amplitude regularly timed electrical stimulations. This method know as
anticontrol of chaogLe Van Quyen et al., 1997], may lead to practical clinical implementation
of techniques that desynchronize the periodic behavior, typical of epileptic seizures and
perhaps suppress the seizure generation [Glanz, 1997].

In this sense, although much further study is needed, the resonant effect observed under
the driving of time-correlated noise of low intensity could help to avoid this synchronization
phenomenon, since even those areas of the network strongly synchronized, for a certain value
of 7 = T could become unsynchronized. In order to explore this question, the possibility to
control the internal neuronal noise to influence on the degree of coherence or synchronization
of the cells must be investigated.

Finally, still a question remains open, as time-correlated noise can affect the level of
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coherence of the output, then this could also affect the way synaptic couplings are established
(in the same way some pharmacological treatments for epilepsy do). Of course, the way noise
could be used to drive an ensemble of realistic neurons is still unknown and will be the subject
of future investigations. The application of these results could help in the analysis of the
behavior of the cells related to the epileptic seizures, suggesting new, nonsurgical approaches
to treat of the disease.



Apéndice A
Circuitos Generadores de Caos

A.1 Circuito de Chua

Un circuito se dice que es de orden n si contiene n elementos almacenadores de energia
y auténomo si no contiene fuentes de corriente alterna. El comportamiento mas complicado
que un circuito autébnomo de orden menor que 3 puede exhibir es una oscilacién periédica. De
ahi que el circuito mas simple capaz de presentar comportamiento cadtico deba ser al menos
de orden 3.

El circuito de Chua es el circuito autbnomo mas simple que es capaz de exhibir
bifurcacién y caos Fig. A.1 [Chua et al., 1993a;1993b; Cruz & Chua, 1993].

Figura A.1: Representacion tridimensional del tipico atractor cadtico proporcionado por el circuito
de Chua, mas conocido cordouble-scroll
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El circuito de Chua, Fig. A.2a, es un circuito electrénico no lineal que es el objeto de
muchas actividades de investigacion cientificas. Este circuito contiene 4 elementos lineales,
(dos condensadores una bobina y una resistencia) y una resistencia no lineal llamada diodo
de Chua, cuya implementacion se muestra en las Figs. A.3, A4.

Ya que el circuito de Chua esta dotado de un repertorio de fenémenos dindmicos no
lineales inusualmente rico, se ha convertido en un paradigma universal para el caos. Si
afladimos una resistencia lineal en serie con la bobina, obtenemos el oscilador de Chua,
mostrado en la Fig.A.2b que puede generar una mayor diversidad de comportamientos.

(2).CIRCUITO DE CHUA

R=1/G
L + + NR +
1 Vo vi VR
B N
i

(b).OSCILADOR DE CHUA

Figura A.2: a) Esquematico del circuito de Chua. b) Esquematico del oscilador de Chua.
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La implementacion del diodo de Chua se muestra en la Fig. A.3y Fig. A.4. Esta
Ultima implementacién del diodo corresponde a una modificacion hecha en el mismo para
permitir el control de dicho diodo por una tension distintalgley permitir asi la adicién de
ruido multiplicativo en el oscilador de Chua [Sanchez, 1999; Sanchez et al., 1999].
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Figura A.3: Esquema del diodo de Chua.
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Figura A.4: Implementacién modificada del diodo de Chua, para facilitar la conduccién del circuito
de Chua podriving en el elemento no lineal.
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Las ecuaciones de estado del oscilador de Chua son:

d’Ul - Vg — U1
C1 a R g(v1)
d’U2 V1_V2 .
— = A.l
Co 7 = HiL (A1)
di :
Ld_tL = —UVy —TolL

dondeg(v) = Gpv + 0.5(G, — Gp) (v + By| — |v — B,|) es la funcion V- caracteristica de
la resistencia no linedV con una pendiente iguak@, en la region interna &, en laregion
externa. Una tipica funcién V-I caracteristicadg se muestra en la Fig. A.5.

Figura A.5: Funcidn lineal a trozos que representa la intensidad que circula a través del elemento no
lineal N en funcién del voltajé/y.
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En la mayoria de las ocasiones para llevar a cabo estudios analiticos de este sistema se
ha desarrollado un sistema adimensional de las ecuaciones representado por el sistema,

d

= = aly-a-f@)

d

Yo Y+ 2 (A.2)

dr

dz

P —By — vz
dondex = %t, y = ‘;% z = §If5 = &y f(x) es la forma adimensional de la funcién
caracteristicg(V7):

1
f(x):{bx+§(ab) [|x+1|x1]} (A.3)

Los parametros adimensionales se definen came: &, 6 = 1&r, v = & a = &,

G
— Gi
biG

A.2 Circuito de Lorenz

La propuesta de Lorenz fue analizar el comportamiento impredecible del tiempo. Para
ello se sirvié de la ecuacion de Navier-Stokes y de la ecuacién térmica a las que tras aplicar
una serie de transformaciones de Fourier redujo a un sistema de 3 ecuaciones,

T = —ar+ay
y = —zzH+rr—y (A.4)
z = zy—bz

cona, r y b pardmetros positivos, resultando en una simplificacion idealizada de la ecuacion
diferencial para la conveccién de fluidos. Una capa de fluido es calentado desde abajo y
enfriado desde arriba, esto representa la atmosfera de la tierra calentada por la absorcion
terrestre de la luz solar y enfriada por la pérdida de calor en el espacio. En el movimiento
convectivo resultante; representa el movimiento convectivo, es decir, la velocidad de flujo
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del fluido. Siz > 0 el fluido circula en sentido horario mientras quersk 0 el fluido

circula en sentido antihorario. La varialleepresenta la variacion de temperatura horizontal

y la variablez representa la variaciébn de temperatura vertical. Los paramefros/ b

son proporcionales al numero de Prandtl, al nUmero de Rayleigh y al tamafio de la regién
cuyo comportamiento es definido por el sistema de ecuaciones Ec. (A.4). No obstante, otros
muchos sistemas fisicos pueden ser descritos con este modelo de ecuaciones, asi este sistema
es equivalente al que define las ecuaciones mas simples de un laser, ondas baroclinicas,
problemas de conveccién en una region toroidal,... La Fig. A.6 muestra el atractor de Lorenz
que fue el primer atractor caético observado en un sistema auténomo de tercer orden.

Figura A.6: Representacion tridimensional del tipico atractor cadtico proporcionado por el circuito
de Lorenz, mas conocido como la mariposa de Lorenz. Para este caso padtieuldd, b = 8/3y
R =128.

La ecuacion de Lorenz es mas complicada que la de Chua ya que necesita de dos
funciones no lineales de dos variables, mientras que la ecuacion de Chua precisa sé6lo de una
funcién no lineal con una sola variable.
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A.3 Circuito de Rdssler

En 1976 el cientifico aleman O. Rodssler encontrd6 un modo de generar un atractor
cadtico con un conjunto de ecuaciones diferenciales méas simple que el modelo de Lorenz, ya
gue la simetria existente sobre el gjen el atractor de Lorenz no es necesaria para generar
un atractor caotico.

Figura A.7: Representacion tridimensional del tipico atractor cadtico proporcionado por el circuito
de Rossler.

Este sistema puede ser considerado para modelar el flujo alrededor de uno de los lazos
del atractor de Lorenz [Holden, 1986; Alligood et al., 1997]. Las ecuaciones del modelo de
Rdssler son

T = —y—=z
7 = x+ay (A.5)
2 = b+(x—0)z
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Cona = 0.1,b = 0.1,y ¢ = 14 se obtiene un flujo cadtico que forma una Unica espiral
dentro de un disco, con trayectorias desde la parte externa de la espiral torcida y plegada a
la parte interna de la espiral, formando una banda de Md&bius. Este sistema de ecuaciones
representa un modelo simple de la dinAmica de las reacciones quimicas en un tanque de
agitacion. La utilizacion de este tercer modelo se debe a que en el atractor de Rossler se puede
seguir relativamente bien y dentro de un rango adecuado del paranedifurcacion de
doble periodo, Fig A.8, cosa que no podiamos seguir en el sistema de Lorenz.

=)

L
|
|

Figura A.8: Diagrama de Bifurcacion para el sistema de Rossler en funcién del parametro
[Alligood et al., 1997].
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EnlaFig. A.9 se muestran diferentes atractores generados por el sistema de ecuaciones
de la Ec. (A.5) para varios valores del parametro

o= 4 wmfi
1 i
= !
F i 4
i
1 ¥ 5
B i I-"" %
" ] ‘? et -]
0 i o 1
16 .10 L ]
=11.4 ol

Figura A.9: Diferentes atractores generados por el sistema de Rossler alaariar
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Apéndice B
El Ruido y su Simulacion Numérica y
Experimental

La integracidon numerica de ecuaciones diferenciales estocésticas, o ecuaciones que
introducen términos de ruido, requiere métodos de integracion diferentes de los que precisa
una ecuacién diferencial ordinaria. La presencia de términos estocasticos en la ecuacién
hace necesaria la simulacion de niumeros aleatorios. Generalmente se originan nimeros
aleatorios uniformemente distribuidos y a partir de ellos se generan nameros correspondientes
a otras densidades de probabilidad. Gracias a la existencia de rutinas generadoras de nameros
aleatorios, Gaussianos, de Poisson..., normalmente se procede a generar dichos nimeros a
partir de otros distribuidos uniformemente (con densidad e probabilidad 1) en el intervalo
[0,1].

Al igual que en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, en la simulacion
de las ecuaciones diferenciales estocasticas se simula una trayectoria discreta particular
consistente con la ecuacién estocastica, la cual corresponde a una realizacion particular del
término estocéstico (una cierta secuencia de numeros aleatorios simulados como se menciond
anteriormente). Las propiedades estadisticas de la solucién se obtienen mediante promedios
estadisticos sobre muchas trayectorias.

Uno de los algoritmos mas elementales y el que a su vez se ha usado en nuestro estudio
es el algoritmo de Euler. En este apéndice presentaremos dicho algoritmo para la integracion
numérica de una ecuacion diferencial estocastica del tipo

&= f(x) +g(2)¢(t) (B.1)
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donde¢(t) serd un ruido Gaussiano tanto blanco como de color del tipo de Ornstein-
Uhlenbeck.

B.1 Ruido Blanco Gaussiano

B.1.1 Desarrollo Numérico

El procedimiento es similar al de la resolucion numérica de una ecuacion diferencial ordinaria.
La solucion formal de la ecuacion estocastica, Ec. (B.1), para un incremento de tiempo
pequefid\ es

t+A t+A
z(t+A)=z(t) + l Fla(E))dt’ + /t glx(t)E()dt! (B.2)

Con el fin de desarrollar el segundo miembro de la ecuacién en potenddassdeéhacen los
siguientes desarrollos en torna:&)

f(t) = f@(®) + £ (@) (@) — () + .. (B.3)

g(a(t) = g(@(t)) + ¢'(2(t)) (2(t) — x(t)) + ... (B.4)

Sustituyendo los primeros términos de Ec. (B.3) y Ec. (B.4) en la Ec. (B.2) se tiene que la
solucion sera

z(t+ A) = 2(t) + f(@)A + g(2) X1 (t) + O(A?) (B.5)
donde la cantidad estocésti&a (t)
t+A
- [ e (B.6)
1
es gaussiana de valor medio nulo y varianza igidDd, generandose de la forma
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dondez; representa un nimero aleatorio Gaussiano de media nula y varianza igual a uno. El
segundo término de la Ec. (B.5) pertenece a la parte determinista y es dé\or@ttercero

es de ordem\'/2. Pero también el segundo término de la Ec. (B.4) contribuye al adden
cuando se sustituye en la Ec. (B.2). De este modo para ser coherentes se debe considerar la
contribucién de dicho término.

t+A dg
/ = @@y [(t) —2@®] () at’ (B.8)
t
Sien la Ec. (B.5) se toma el orden méas baja‘e(gue esA/2 y no A ), se tendra que

2(t') — (t) = g(a(t)) X (t) (B.9)

Si se sustituye en la Ec. (B.8) queda

t+A t
g eOatatt)) [ e [ ewar = 390 (8.10)

que es de ordeA. De esta forma y desarrollando hasta order? se tiene que el algoritmo
es

r(t+A) =a(t) + f(2) A+ g(x) X1 () + WXf(t) +0(A%/?) (B.11)

No se sigue un desarrollo a 6rdenes mayores ya que la idoneidad del algoritmo es mas sensible
al valor A y al nimero de realizaciones llevadas a cabo para la obtencion de los promedios
gue a tomar 6rdenes superioreefSancho et al., 1982].

B.1.2 Desarrollo Experimental

La obtencion de ruido blanco con tiempo de correlacion cero y un espectro de potencia
que permanezca plano hasta frecuencia infinita es una idealizacién. El ruido en sistemas
fisicos reales siempre tiene un tiempo de correlacion finito y correspondientemente presenta
un espectro no totalmente plano para algunas frecuencias caracteristicas. No obstante, el
tiempo de correlacion del ruido suele ser muy pequefio. Para la realizacion experimental
de los diferentes procesos en los que involucramos sefiales de ruido blanco Gaussiano de
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media cero se ha usado un generador de ondas de la casa Hewlett Packard, en particular el
HP33120A que es un generador de funciones sintetizadas de 15 MHz con cuatro memaorias

cargables de formas de onda arbitrarias de 16.000 puntos, compatible con SCPI (Comandos

Estandar para los Instrumentos Programables) y con el software de generacion de formas de
onda Arb/Benchlink HP34811A.

Figura B.1: Generador de funciones. Generador de formas de onda arbitraria HP33120A.

1.4 .
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Figura B.2: Distribucion normalizada del ruido gaussiano de media cero dado por el generador de
funciones HP33120A.
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En la Fig B.1 se muestra dicho generador. La sefial ruidosa proporcionada por este
generador es de tipo Gaussiano con un ancho de banda de 10 MHz y puesto que dicho valor
es mucho mayor que el de las frecuencias caracteristicas de nuestros osciladores caoéticos, se
puede considerar que se trata de un ruido blanco Gaussiano de media cero tal y como se ve en
la Fig B.2 donde se representa la distribucion normalizada del ruido dado por dicho generador
de funciones.

B.2 Ruido Tipo Ornstein-Uhlenbeck

B.2.1 Desarrollo Numérico

La generacion de ruido con propiedades estadisticas especificas es uno de los requerimientos
basicos de cualquier simulacién estocéastica. En la mayoria de los casos el ruido requerido
es Gaussiano y blanco, pero en muchas otras ocasiones (ruidos reales) se precisa de una
correlaciéon temporal especifica y de una implementacion sencilla de la misma. En los dltimos
afos se propusieron muy diversos algoritmos para la generacion de ruidos correlacionados
temporalmente, la mayoria de los cuales obedecen una ecuacion lineal de Langevin controlada
por ruido blanco Gaussiano. Un ejemplo de ruido de color es el de Ornstein-Uhlenbeck. Este
proceso es frecuentemente usado para representar ruidos reales con una intgnsidad
tiempo de correlacion. Este es un ruido Gaussiano, markoviano y estacionario que obedece

la ecuacién lineal de Langevin,

7‘7:—§+@ (B.12)

donde((t) es un ruido blanco Gaussiano de intensidad.a correlacion temporal de este
proceso es

t—t’

(On(E) =y (= t]) = Ze== (B.13)



148 Apéndice B El Ruido y su Simulacién Numérica y Experimental

En este caso particular se tiene un sistema con dos ecuaciones

&= f(x) + g(@)I'(t) (B.14)
I = —g + @ (B.15)

donde(t) es un ruido blanco Gaussiano. Integrando analiticamente y haciendo las
aproximaciones de la Ec. (B.11) se obtiene,

z(t+A) = z(t) + f(2)A + g(z)D(H)A + %g/gF(t)2A2 +0(A%?) (B.16)
D(t+A)=D()(1 - %) + XlT(t) +O0(A%?) (B.17)

Se ha mantenido un término aparentemente de didéh, ya que si se toma el limite — 0
en la Ec. (B.17) resulta que

T(HA = X, (%) (B.18)

y asi en el limite de ruido blanco se recupera el algoritmo de la Ec. (B.11) a partir de la Ec.
(B.16). En nuestro caso particular se ha sustituido el algoritmo diferencial de la Ec. (B.17)
por un algoritmo integral [Fox et al., 1988] mas rapido y preciso que permite el uso de pasos
de integracién mayores.

T(t+A)=e =T(t) + h(t, A) (B.19)

conh(t,A) = /< (1 — e*%)zl

B.2.2 Desarrollo Experimental

Para la construccién de un generador de ruido exponencialmente correlacionado del tipo
Ornstein-Uhlenbeck nos inspiramos en un disefio desarrollado en la universidad de Pisa e
implementado mas tarde en Lancaster [Luchinsky et al., 1998]. La Fig. B.3 muestra el
esquema construido. Se parte de la salida de ruido blanco Gaussiano obtenida con el generador
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de ondas HP33120A y se pasa a través de un filtro activo con un Unico polo y con un tiempo
constante = R,C).

White Noise Generator R

Q_JV\N\,___
[l
” Il Ch
MN—H-
Il }—

Figura B.3: Diagrama del dispositivo construido para la generacion de un ruido Gaussiano
exponencialmente correlacionado del tipo Ornstein Uhlenbeck. El tiempo de correfgoitame
dado por el productd?, Cy,. El limite de bajas frecuencias es determinado/gg€’,, y es fijado a

~1Hz.

Las propiedades estadisticas del ruido de color del tipo Ornstein-Uhlenbeck se
muestran en la Fig. B.4. Las Figs. B.4a-B.4d muestran las propiedades fisicas de un ruido
experimental correlacionado en el tiempo. El espectro de potencia del ruido Fig. B.4b no
puede ser plano en el rango de la frecuencia de interés,~ 200Hz. Para pequefas
intensidades de ruido la distribucion de probabilidad obtenida no se ajusta perfectamente a la
distribucién gaussiana como consecuencia del ruido experimental en el proceso de muestreo
Fig. B.4c. La funcién de correlacion se calculé experimentalmente Fig. B.4d comparandola
con la funcion tedrica dada por la Ec. B.13. Se observa como los valores experimentales
del ruido estan correlacionados exponencialmente dentro de la escala temporal siguiendo la
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Figura B.4: Caracterizacion del ruido Gaussiano correlacionado en el tiempo obtenido después de
que un ruido blanco gaussiano de media cero pase a través de un filtro con un solo polo. a) muestra la
evolucion temporal de un ruido de color de amplifiif)m V" (pico a pico) y tiempo de correlacion
T = 5ms. b) corresponde al espectro de potencia de la sefial ruidosa. c) es la funcién de distribucion
de la probabilidad ajustada a una curva gaussiana (linea continua). d) Funcion de correlacién, linea
continua, la curva teérica dada en la Ec. B.13 viene dada por la linea discontinua.



Apéndice C
Espectro de Lyapunov Transverso

El efecto del ruido de color sobre la sincronizacion cadtica de un anillo de elementos
cadticos de Lorenz puede ser caracterizado a través de una analisis lineal de la estabilidad de
las pequefias perturbaciones alrededor del estado sincronizado [Heagy et al., 1994]. De este
modo, si uno considera un anillo cén osciladores de dimension el andlisis lineal de las
pequefas perturbaciones dara

bx = Héx (C.1)

para las diferencias entre las variables de osciladores contigudende la matriz Jacobiana

H de dimensionfNm) x (Nm) tiene N bloques de dimensidm x m, que tienen la misma

forma de la matriz linealizada de un Unico oscilador [Matias et al., 1997; Marifio et al., 1998],

y un nimero de términos fuera de la diagonal correspondientes al acoplamiento. La forma mas
conveniente de analizar tal conjunto es a través del uso de la transformada discreta de Fourier,
como consecuencia de la estructura circulante de la ntfideagy et al., 1994; Matias

et al., 1997; Marifio et al., 1998]. Lo que se obtiene de dicho estudio es que el problema
original de la Ec. (C.1) se puede desacoplar en términos de la transformada de Fodeier,

las diferenciagx,

H) — ) p(®) (C.2)

dondeC es la transformada de Fourier He

2

n® = (1/N) " bx;e2mik/N (C.3)

by
Il
<
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es la transformada de Fourier éte, y las matrice<C(*) toman la forma

—« « 0
CH = | R+¢t)—2z —142D(cp—1) —x (C.4)
y k —b

concy, = cos(2rk/N)y k = 0,...,(N — 1) los modos de Fourier. Para este estudio, se ha
considerado ruido espacialmente correlacionado, o lo que es lo mismo ruido&fiokpsra
mantener la estructura circulante de la makfizle la Ec. (C.1).

El modo de Fouriek = 0 representa el estado cadtico sincronizado uniforme del
anillo, y la estabilidad de este estado se puede caracterizar analizando el espectro transverso,
correspondiente a los modos de Fouriergga 0. Cuando el sistema de ecuaciones Ec. (5.2)
es no lineal, las matricas() tienen coeficientes no constantes, variando cadticamente. Asi,
la estabilidad es méas convenientemente analizada a través de los correspondientes exponentes
de Lyapunov de las matric€*), Ec. (C.3), que generan el espectro de Lyapunov transverso
(TLS) [Heagy et al., 1994]. El modo uniformie= 0 seré estable cuando dicho espectro sea
negativo y se hara inestable en el momento en el que algin exponente de Lyapunov transverso
se haga positivo. En lugar de determinar el exponente de Lyapunov transverso para cada pareja
(k, N), un procedimiento mas practico es definir un nimero de onda redpeido/ N como
una variable continua en el rangy 1]. El mayor exponente de Lyapunov transvek$g)
en funcién dey permite caracterizar la estabilidad del estado sincronizado uniforme. Una
observacion interesante es gu@) debe ser simétrico con respecto a la lipeal/2 ya que
para unN dado,C*) y C(N—*) son las mismas matricés;, = cy_x), con lo que tendran
las mismas propiedades para su espectro de autovalores.

La funcion(q) se obtiene usando el procedimiento de Wolf et al., [Wolf et al., 1985].
Los exponentes de Lyapunov transversos son calculados para cada nimero gldeasuia
las matrice<C(*), Ec. (C.3), donde los coeficientes no constantes son calculados a partir de la
integracién de la Ec. (5.2) sin acoplamiento. Ademas, el ruido deg@loen las Ecs. (5.2) y
(C.3) se ha considerado global. Otro punto importante a tener en cuenta es quesguarido
los exponentes de Lyapunov correspondientes al modo uniferse = 0 son idénticos a
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los de un sistema cadtico aislado y forzado por ryid.
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