La mecanica de fluidos y la teoria de la figura
de la Tierra entre Newton y Clairaut
(1687-1743)

ANTONIO LAFUENTE*

El objecto del presente trabajo es el analisis de la literatura publicada
sobre el tema de la figura de la Tierra entre 1687 y 1743. Nuestro
estudio sc¢ ve acotado por dos fechas cuya importancia ha sido resaltada
por numerosos autores. La primera de ellas, 1687, coincide con la
publicacién de los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica de Newton,
obra en la que, como veremos, se aborda el problema desde primeros
principios. En efecto, los trabajos empiricos hasta entonces realizados
para la valoraciéon de las dimensiones del plancta, adquirieron una
dimension totalmente nueva a partir de esa fecha. El estudio de Newton
demostraba la insuficiencia de recursos de la ciencia experimental y el
abismo existente entre la precision que podian asegurar los métodos de
la astronomia practica y las nuevas exigencias planteadas por su
mecanica celeste. La secgunda fecha propuesta coincide con la publica-
cion por A. C. Clairaut de la Théorie de la figure de la terre (Paris, 1743),
obra en la que se sintetiza y desarrolla todo cuanto estas cinco décadas
habian aportado sobre el tema. La hidrostatica ¢ hidrodinamica seran
definitivamente reformuladas en torma de primeros principios por
Fuler en 1758; antes de ello, Clairaut establecera las condiciones
generales de equilibrio hidrostatico y los métodos de integracion de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que su estudio requerta.
Se cierra asi una etapa en cuyo comienzo Newton no sabia pensar el
término fluido sin imaginar explicitarnente masas de agua canalizadas.
De ahi el principio de las columnas del que pronto nos ocuparemos.
Para Clairaut, en cambio, un fluido seria un cnte matemauco que
verifica sisternaticamente ecuaciones de contorno. Esta notable diferen-
cia nos permite comprobar, dentro dec las himitaciones de un tema
concreto, el aspecto mas creativo e innovador de la fisica tedrica durante
las primcras décadas del siglo XVIIIL: sentar las bases y, a veces,
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desarrollar el programa que aun hoy aparece en los manuales bajo el
epigrafe genérico de mecanica racional. Desde nuestra perspectiva
actual, podemos decir que dicho programa solo podia ser viable
formulando los problemas en términos analiticos y abandonando
paulatinamente los usos geomérricos de la centuria anterior.

En este articulo ensayamos una exposicion de los fundamentos
teoricos sobre los que evoluciond el tratamiento del problema. Para no
desvirtuar totalmente los contenidos y modos de razonar propios de la
época, incluiremos al final todo el proceso deduciivo seguido por
Clairaut. Asf, pues, estas paginas admiten dos lecturas que se comple-
mentan y -tefuerzan su perspectiva historica. Elegimos la obra de
Clairaut porque en ella, ademas de condensarse las aportaciones de sus
antecesores, se proponen esquemas teéricos de mayor poder predictivo.

Aungue nosotros vamos a ocuparnos exclusivamente del desarrollo
teérico del programa esbozado por Newton, cludiendo las referencias a
la importante polémica en torno a la figura de la Tierra, convendra
siquicra minimamente sciialar sus rasgos fundamentales. Las Proposi-
ciones XVIII, XIX y XX del Libro 111 de los Principia afirmaban que la
figura de la T'ierra era achatada por los polos. Los trabajos de J. Cassini 'y
D. de Mairan conducirdn, sin embargo, a una conclusién radicalmente
opuesta. El alargamiento polar de nuestro planeta ponia en cuestion los
fundamentos desde los que habia opcrado Newton. En otras palabras,
lo que se discutia era la ley general de gravitacion y el concepto de
accion a distancia. Los cartesianos defendian los resultados experimen-
tales aportados por Cassini frente a las conclusiones deducidas desde
principios tedricos. Y respecto de éstos, acusaban a Newton, y con €] a
toda la ciencia inglesa, de no explicar la causa de la gravedad, de
atribuirle a la masa inerte un principio dinamico que restitufa en la fisica
las razones especulativas v las causas ocultas de la ciencia peripatétca.
Asi, pues, tres primeras cuestiones a destacar: en primer lugar la
contradiccion entre la fisica de Newton v la de Descartes; en segundo
término, el enfrentamiento entre ciencias nacionales, es decir, la asun-
cion por parte de colectivos clentificos de prejuicios nacionalistas; vy,
finalmente, la contraposicidén entre teoria y experimento. Pero cllo no es
todo. Los «gedmetrasy advertirian que la demostracion de Newton era
mcompleta por la dificultad de las ecuaciones a resolver y la insufi-
ciencia teérica desde la que sc analizaba el equilibrio de fluidos. Junto a
programas de mvestigacion de caracter experimental, materializados en
expediciones cientificas para la determinacién de grados de meridiano
en Francia, Laponia, Quito 0 Cabo de Buena Esperanza, van a efec-
tuarse aportaciones tedricas de enorme repercusion sobre la fisica de
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fluidos. Si aquellas expediciones quisieron ser experimentos decisivos
en la pugna entre newtonianos y cartesianos, estos estudios tedricos
aspiraron a demostrar ¢l mayor poder predictivo de la fisica de Newton
trente a la de Descartes.
NEWTON: LA TTIEFRRA OBLONGA

Comenzaremos nuestro estudio analizando con detalle las posi-
ciones de Newton y Huygens, ya que es a partir de ellos cuando se
afronta por primera vez €] tema de la figura de la tierra desde supuestos
que pronto exigiran la construccién de una teoria de fluidos. Durante el
periodo al que limitamos nuestro trabajo, los tres problemas funda-
mentales a los que hubo de enfrentarse la mecanica de fluidos eran los
siguicntes: en primer lugar, desarrollar una formulacién analitica que
requeria métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo
orden; en segundo término, reconocer con precision las condiciones de
equilibrio hidrostatico en el marco de una ciencia muchas veces
agobiada por disputas terminolégicas derivadas de la ambigtiedad con
quc eran definidos los conceptos basicos de la fisica; en ulumo lugar, la
consideracion de cstos problemas en masas de fluido no homogéneas
mediante diferentes hipotesis sobre la estructura interna del plancta.

Una primera aproximacién al tema nos muestra quc los Principia de
Newton necesitaron una generacion para que fucsen debidamente
entendidos y asimilados por la comunidad cientifica europea. Se trataba
de una obra en la que el rigor matematico era habitualmente sustituido
por intuicioncs llenas de sentido fisico cuya originalidad es fascinante.
Ello, sin embargo, dificultaba la comprensién de un texto en el que las
soluciones aproximadas y la auscencia de los desarrollos matematicos
intermedios son una de¢ sus caracteristicas mas acusadas. Por lo demas,
cada cucstion afrontada constituia un problema cuvo tratamiento y so-
lucion era singular debido a los continuos araficios y rodeos que exige un
razonamiento geometrico como el empleado por Newton. Al margen,
pucs, de las resistencias que encontraria el principio de gravitacion
universal y otros fundamentos basicos del pensamiento newtoniano,
ello seria uno de los factores determinantes de la incomprensiéon con
que fue acogida su obra. Asi lo reconocia Voltaire en su Eloge de Newton:

«La Philosophic de Newton a semblé jusqu’a présent & beaucoup de
personnes aussi inintelligible a celle des Ancicns; mais Pobscurité des
Grees venait de ce qu’en effet ils n’avaient point de lumiéres; et les
ténebres de Newton viennent de ce que sa lumiére était trop loin de nos
yeux. Il a trouvé des vérités, mais il les a cherchées et placées dans un
abime. 1l faur y decendre et les apporter au gran jour» (1).

(1) Texto citado también por DUGAS, R. (1950}, Histoire de la mécanique, Neuchétel, p. 208.
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Desde esta perspectiva puede interpretarse la labor de clarificacién y
difusion desarrollada por MaclLaurin, Stirling, Simpson, Taylor, Clai-
raut, Maupertuis e, incluso, ¢l primer Euler. No puede extrafiarnos, por
ejemplo, que todavia en 1733 Maupertuis leyera en una sesion de la
Academia de Ciencias de Paris una mermoria que llevaba el significativo
titulo de «Explication et Analise de Trois sections des principes de la
Philosophie naturelle depuis la page 173 jusqu’a la page 211, 2.°
Edition» (2). Tal dificultad, como insinuaba Voltaire, sc veia agravada en
Francia por las especiales caracteristicas de la fisica y filosofia alli
desarrolladas. En efecto, los torbellinos de Descartes posibilitaban una
«representaciény del mundo que, debido a su tratamiento exclusiva-
mente cinematico, ofrecian un modclo explicativo perfectamente inte-
ligible en términos causales. Siendo el contacto la unica forma de
interaccidon reconocida por la fisica cartesiana, todo podia ser explicado
por el concurso de choques y palancas quc simulaban los usos y
mecanismos de la producciéon artesanal. Dentro de ese esquerma, la
introduccion de conceptos tales como la accion a distancia cuestionaba
los fundamentos del intelecto ordinario. La contradiccion entre dos
concepciones tan opuestas del mundo fisico provocaria polémicas que
se extenderian en Europa hasta las décadas centrales del setecientos.
Una de ellas, quiza la que alcanzdé mayor visibilidad social, es el objetivo
del presente trabajo.

Como ya hemos dicho, Newton se ocupé del tema de la figura de la
tierra en los Philosophiae Naturalis Principia Mathemalica (1687). Las pro-
posiciones XVIII, XIX y XX del Libro III estan destinadas a buscar
desde primeros principios la magnitud del aplanamiento polar y la
variaciéon de la gravedad desde el ecuador al polo por efecto de la fuerza
centrifuga. Como ocurrié con otros ternas tratados por Newton, las dos
ediclones siguientes, efectuadas mientras aan vivia, introducen mejoras
o aclaraciones. Nosotros, para no alargarnos excesivamente, seguiremos
la publicada por F. Cajori en 1934 segan la traduccién efectuada por A.
Mottc en 1729 (8).

La toma de posicion de Newton sobre el problema y la contrastacién
de sus previsiones teoricas con las medidas efectuadas con el péndulo
por astronomos franceses, introducira novedades entre las cuales quiza
la mas importante sca la de evidenciar la enorme distancia existente

(2) La memoria (Reg. 1733, pp. 42 ss.) cxplicita y desarrolla los pasos matematicos
contenidos en las secciones 12, 13 y 14 del libro I de los Principia.

{8, CAJORIL, F. (1962), Sir Isaac Newton's Mathematical Principles of Natural Philosophy and his systemn
of the world, Los Angeles. La edicion de F, Cajori revisa la traduccion de A. Motte de 1729y
afiade un apéndice historico v aclaratorio de algunos pasajes de la obra.
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entre la astronomia y la mecanica celeste. En efecto, la astronomia
practica no podia. proporcionar pruebas experimentales concluyentes,
La dispersion de los datos era tan amplia que Newton habria de
decidirse, como veremos, por desestimarlos en su mayoria y considerar
s0lo aquellos que se encontraban dentro de los margenes de error
razonablemente previstos por la teoria. Jamas se habia requerido de los
astrénomos mayor rigor en sus observaciones. Una vez mas, la astro-
nomia practica iba a quedar ampliamente superada por los recursos de
la prediccion teodrica. En estas paginas abordaremos el estudio de dichas
previsiones.

La Proposicién XVIII se reduce a extender las observaciones de
Flamsteed y Cassini sobre la figura de Jupiter a nuestro planeta (4). Si
experimentalmente habia podido concluirse su achatamiento polar,
una teoria de fluidos debia poder explicar este fenémeno. Si, por lo
demas, las leyes de la fisica debian ser universalmente validas, no habia
ninguna razén que impidiera tratar nuestro planeta como uno mas del
sistema solar.

La Proposicion XIX —«To find the proportion of the axis of a planet
to the diameters perpendicular thereto»— aborda, sin explicitar la linea
completa de razonarmiento, la basqueda de la relacion existente entre
los ejes del geoide. Para ello ingenia un recurso teérico que ha conocido
enorme fortuna a lo largo de la historia de la fisica y especialmente en el
tratamiento de los fluidos. Supone una masa de fluido atravesada por
dos canales que desde el centro se dirigen al polo y ecuador respectiva-
mente. Si dicha masa esta en reposo, la longitud de ambos debe ser la
misma, pero si, por el contrario, se introduce un movimiento de
rotacion, la accién de la fuerza centrifuga provocard una disminucion
del peso en la columna ecuatorial que alterara el estado de equilibrio
primitivo en que se encontraba la masa de fluido. Newton atirmé que si
-debemos suponerla en equilibrio, como demuestra nuestra experiencia
cotidiana, habra que admitir un alargamiento del eje ecuatorial que
restablezca la igualdad de peso de ambas columnas. El problema se
planteaba en el calculo de la magnitud del aplanamiento polar, porque
para ello era preciso encontrar la expresion de la fuerza atractiva en el
polo y ecuador de la superficie terrestre. La envergadura matemética de
este problema sobrepasaba los limites de la ciencia de finales del siglo
XVII, y para resolverlo Newton tuvo que inventar un recurso que le
permitiese encontrar una solucidén aproximada.

(4) La Proposicion XVIII lleva el siguicnte titulo: «That the axes of the planets are less than
the diameters drawn perpendicular to the axes.»
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En realidad, lo Gnico que interesaba conocer era la relacién entre
ambas atracciones y podia calcular la razén existente entre las atrac-
ciones de una esfera y un elipsoide en el extremo polar de ambas masas
de fluido. Antes de pasar al tratamiento sistemadico del tema, descri-
biremos la linea completa de razonamiento scguido en las Propost-
ciones XIX vy XX. Claramente formulé Newton la necesidad de consi-
derar un fluido homogeéneo, cuya figura fuese préxima a la esférica para
poder despreaiar términos de segundo orden. Mas adelante veremos,
sin embargo, que, pese a cllo, cuando necesitdé emplear los de tercer
orden para asegurar la simetria del modelo utilizado no dudé en
hacerlo. Sin que en ningan lugar se demuestre, Newton supone que la
elipse es una forma de equilibrio estable. Sin duda debio parecerle
«naturaly esta extrapolacidon analédgica desde la mecinica celeste hasta la
de fluidos, que cn las décadas posteriores seria objeto de una atencion
mas detenida.

Supongamos, con Newton, que la superficic de la Tierra AQBP, c¢s
tal que la razéon entre sus radios es CQ/CA=100/101. Entonces
demuestra que la atraccién Fq en el punto Q sobre la superficie de la
tierra, ¢s a la que se experimenta en el mismo punto de la esfera A’'QB’P
como 126 es a 125. Es decir, Fo/Fo = 126/125.

Como Newton s6lo sa-
bia calcular la atraccion en
el vértice del eje de giro
donde la accion centrifuga
cs nula, Ingeniara un arti-
ficio que le permita encon-
trar la anterior relaciéon en
el extremo del ¢je ecuato-
rial. Supongamos el (’hp—
soide que se forma del giro
de AQBP alrededor de AB;
la atraccion f, sobre cl
punto A es a la producida
Fi en el mismo punto pe-
ro sobre la csfera AQ'BP
como 125 es a 126. Mas
adelante veremos con ma-
yor detalle la astucia empleada por Newton para obtener un resultado
inverso del anterior. Puesto que el nuevo esteroide no coincide con la
figura de la Tierra, ya quec sc ha supucsto una rotacion ccuatorial
inexistente en la realidad, Newton recsuelve la nueva dificultad del
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siguiente modo: si disminuyésemos el radio de la esfera CQ’ en la
proporcion 101/100 tendriamos la figura de la Tierra; pero, por otra
parte, el giro del elipsoide PQAB debe provocar una reducciéon del radio
CA de la misma magnitud. De modo que, concluye Newton, la
atraccion buscada Fa sobre ¢l vértice ecuatorial debe ser aproximada-
mente la media proporcional entre las producidas sobre el elipsoide v la
esfera. Es deair,

Fp=(fs- FO)" = Fi(125/126)" = ¥, (125,5/126)

Por tanto, la relacion existente entre las atracciones en los puntos Q y A
del clipsoide terrestre sera:

¥o Fo F5 Fi 126 101 126 501

F. Fg Fi  F. 125 100 1255 500

El peso de las columnas ecuatorial y polar debe ser proporcional a la
cantidad de masa que cada una encierra, es decir, a la longitud de los
semicjes quc las sostienen. Por tanto,

P, CA F. 101 500 _ 505

- A ==

Po CQ Fo 100 501 501

Asi, pucs, el principio de contrabalanceo de los canales de fluido,
condicion de equilibrio impuesta por Newton, equivale a exigir que el
concurso de la fuerza centrifuga haga P, = Py,

«And therefore if the centrifugal force of every part in the leg AC, arising
from the diurnal motion, was to the weight of the same part as 4 to 505, so
that from the weight of every part, conceived to be divided into 503 parts,
the centrifugal force might take off four of those parts, the weights would
remain equal in each leg, and therefore the fluid would rest in an
equilibriumpy (5).

Pcro como experimentalmente se sabia que la fuerza centrifuga era
1/289 veces menor que la gravedad en el ecuador, entonces la relacion
entre los ejes debia ser 230/229. Todo el problema plantcado por
Newton habia sido reducido, suponiendo quc la figura de la Tierra era
aproximadamente csférica, al de encontrar la razén existente entre la
atraccion sobre el polo de una esfera y un elipsoide. La reproduccion de
todo este razonamiento, que puede considerarse representativo, ilustra
ejemplarmente lo que antes hemos comentado sobre la creatividad y
originalidad del autor de los Principia. El analisis mas detallado que a

(5) Principia, Lib. [11, Prop. XIX.



62 ANTONIO LAFUENTE

continuacion desarrollaremos demostrara al misio tempo la sagacidad
de Newton para encontrar la solucidén que propuso (6).

LA MAGNITUD DEL ACHATAMIENTO POLAR

Sean I'= (Ax, Ay, Bz) y P= (—w’, —w?, 0) las fuerzas atractiva y
centrifuga respectivamente. Supongamos, como hizo Newton, que la
figura de equilibrio es un elipsoide cuya ecuacién es:

22 X‘z + y"

el ,
az 8.2(1 + .YZ)

donde y es la excentricidad.

Sicndo Q la fuerza gravitatoria en un punto situado sobre la
superficie del elipsoide v Q, v Q, los valores en el ecuador y polo
respectivamente, tendremos que:

Q*=(A—w)* (1 +7v% (a®— 2% + B*z?
Qo=(A—w" al +y," (7)
Q, = Ba (2)

Si la superficie exterior es una superficie equipotencial entonces
debe verificarse que:

a all + yh!”2
[Bz-dz= [(Ax—ng)»dx
0 0

es deair,
(A—w’)-a® (1 +y%=DBa?

y aplicando el principio newtoniano de las columnas debe verificarse
que:

3 B |
] A — W L

Para encontrar la magnitud del achatamiento polar, cuyo valor
aproximado cs y%/2, basta con sustituir en (3) las expresiones de A y B.
Ello no iba a ser posible, sin embargo, hasta comienzos de la década de

(6] Cf PLANA, J. (1853), Sur la théorie mathématique de la Figure de la Terre, publié par
Newton en 1687, Kt sur Uetat d'équilibre de Pellipsoide fluide a uois axes inégaux.
Astroniomische Nachrichten, 36, num. 850, 150-170.
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los cuarenta cuando C. ‘MacLaurin encontré dichas expresiones y
resolvié la ecuaciéon trascendente que resultaba (7). Siendo:

A= Amp & [(1 + ¥7) arctag. ¥ — ¥]
2y
4mp G .
B= ’;’; (2y — 2 - arctag. ¥) (1 + 7?)

puede encontrarse la excentricidad mediante la igualdad:
2

m-73=27f2-arctag.y

(1 +y% -arctag. vy — vy —

que desarrollando en serie la funcién arctag. ¥, resulta:

I UG I VO (2 A M. » A
8  4mp G 5.7 7.9  9.11

si hacemos 3w¥4mp G = y utilizamos, como hizo MacLaurin, la
inversion de las series, obtendriamos:

_ﬁ =iB +£(iﬁ)2+i8(iﬁ)3+
2 4 7 4 49 4

que como veremos relaciona el achatamiento polar Y*/2 con la relacion
existente entre la gravedad y la fuerza centrifuga en el ecuador.
Utlizando en valor de B = 1/289 adoptado por Newton y los tres
primeros términos de la serie, resultaria que y*/2 = 1/229,433. Usando
solo el primero, es decir (5/4) - B, el aplanamiento hubiese sido 1/231,86,
micntras que, como vimos, Newton concluia el valor 1/229. ¢Quiere
cllo decir que conocia la serie encontrada por MacLaurin? Vamos a
comprobar inmediatamente que no fue asi y que la exactitud con la que
determiné el aplanamiento polar es el resultado de alguna manipula-
cibn mal justificada y de una feliz coincidencia, pues la fortuna hizo que
(101/80)B, expresion que obtuvo para y*/2, valiese igual que

12 [ 5 2 148 [ 5 3
o () (i)

(7) Existe gran cantidad de bibliografia en la que se desarrolla con un tratamiento moderno
el tema de la figura de la Tierra. Nosotros citaremos solo algunas obras donde puede
encontrarse toda la informacién necesaria. APELL, P. (1937), Traité de Mécanigue Ration-
nelle, vol. IV, 2.2 ed., Paris. Volumen que contiene dos libros que llevan por titulo Figures
d’équilibre d’une masse liquide homogéne en rotation y Les figures d’equilibre d’une masse hétérogéne
e rotation. Figures de la Terre et des planetes. JEANS, ]J. H. (1919), Problems of Cosmogony and
Stellar Dynamics, Cambridge. WAVRE, R. (1932), Figures Planétaires et geodesie, in: Cahiers
scientifigues, Yasciculo XII, Paris. WAVRE, R. (1948), Lz Figure du monde. Essai sur le probleme
de Uespace des grees a nos jours, Neuchatel.
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L.a demostracién nos exigira recontruir en términos analiticos todo el
proceso deductivo seguido por el autor de los Principia.

Newton dispondia de un procedimiento (Lib. 1, Prop. XCI, Cor. 1I)
para encontrar la expresion de B, atraccion del esferoide en el polo, que
es exacto si se desprecian los términos del desarrollo en serie mayores
que ¥*. Asi pudo obtener que:

B:4an 1+Z'}’+‘§“4
3 5 35

Como y*2 se suponia muy pequefio, podia despreciar los términos
siguientes de la serie. La atraccion en el polo Q, era:

4mp Ga 2 .
— B R B Rt S l + 2
QP a 3 ( 5 Y )

lucgo 3Q,/4mp Ga, cociente de las atracciones de un elipsoide y una
esfera cuyos cjes de rotacion y radio valian a4, seria:

2
5 2 500 125

donde hemos supuesto inicialmente que y/2 — 1/100.

El expediente ingeniado por Newton para calcular este cociente en
el extremo de la otra columna de fluido, consistia en suponer el giro del
elipsoide primitivo sobre el ¢je ecuatorial. La nueva figura vendria dada
por la ecuacion: |

x‘2 + y2 ZQ

a’ a’(l+ y%

e

El calculo de A era asi equivalente al problema ya resuelto de encontrar
B. La atracc1don en el ecuador de esta nueva masa de ﬂu1do seria en su
expresion exacta:

4mp Gall + y»i*
73

By afl + v = (1 + Y27 - logly + (1 + ¥4 — )]

y por desarrollo en serie tendriamos, con los nuevos valores ahora
supuestos para los cjes del esteroide, que:

BTG (2 b
3 35
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Es decir,
B a(l +vy9)” |2 _72+_23_74
tmp Gla(l + '}’2)1/2}3 7

O
(&
On

expresion que nos permite calcular la relacion existente entre las atrac-
ciones de un elipsoide y una esfera cuyo semieje de rotacion y radio son
respectivamente a(l + v%)"?. Adoptando solo los dos primeros términos
del desarrollo en serie, dicho cociente seria:

9 . 124

1__._
5 7 T 125

Sin embargo, Newton, que queria asegurar la simetria del modelo
utilizado, emplea los tres primeros términos:

+ 4 ~

l_

5 126,45 126

obteniendo, tal y como queria, el resultado inverso del problema
anterior. Por el razonamicnto que ya hemos indicado anteriormente, la
atracciéon de la Tierra en el vértice ecuatorial, cuya figura debia ser
intermedia entre la del nucvo elipsoide y la esfera de radio a(l + y4)'”,
cra la media proporcional de las calculadas para estos dos casos. De
modo que:

BEZ(M)"ZBIZM_(I_ . y)
3

3 3

La hipotesis mas discutible adoprada por Newton consistia en hacer
coincidir la funcion B con la que deberia haber buscado A. No es dificil
probar que esto solo es cierto desde el punto de vista algebraico,
siempre que se desprecien los términos mayores que y*. Aceptando la
identidad de las funciones Bl y A, entonces:

3A 125,5

———= | — 0,004 + 0,0000374 =
4np G 126

Vengamos finalmente a la conclusion de todo el tratamiento newto-
niano del problema. Segin se vio en (J), sabemos que:

Qe =(1+ Y‘).)l/z . B _ B’
Q,O | (A - W2) (l -+ V‘Z)J/Q (A’ — ﬁ) (l + Yz)ilz
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dOHd@I 3B

y, suponiendo y%/2=1/100 podemos sustruir los valores encontrados
para B"y A", de modo que:

5;3(1 __lg_):: 126 126 100 501

Q, A 125 1255 101 500
y como: )
IR I e A
Q, / 9 100

resulta que:

B _ 501 100 _ 501
A" 500 101 505

luego
p | — 501 _ 4 _ A 1 400 | _
A 505 505 5 101 505 100

_ 400 ¥y _ 80 ¥
505 2 101 2

Que como vemos es el resultado encontrado por Newton, ya que si’
hacemos ff— 1/289 y A" = 125,5/126 == |, resultara:
Y ] ]

p— L

2 228,911 229

El valor encontrado por Newton, mediante los calculos aproxima-
dos y empleando las artimanas que hemos sefnalado, comncidia con el
obtenido por MacLaurin, medio siglo mas tarde, después de haber
calculado las expresiones de la atraccion en cl polo y en el ecuador. A
este ultimo le corresponde el honor de haber dado una soluciéon exacta,
pero durante muchos anos ¢l genio de Newton fue elevado mas alwo de
lo que ya se encontraba debido a la feliz coincidencia de que:

WL p~bpy 12(26)2+%(%ﬁ)3



La mecanica de fluidos y la teoria de la figura de la Tierra... 67

Teniendo en cuenta las expresiones (1), (2) y (3) no es dificil probar,
sin necesidad de conocer los valores A v B, que:

Qﬂ=%(l—i)*qp Z; n

considerando que z =r - cos # y (x* + v = 1 . sen 0, entonces
" 2 2 ‘ ' 2\ 1
22 X'ty I se transf a(l + y))'” l
-+ — 5 — 1 se transforma en r = —— vla expre-
a* a’(1 + yu'~» (1 + 2 cos” §)'*~ b

sion (4) adopta la forma:

(L 2t Yoy 8\
Q Q‘“(ll 1 + Zcosﬂ)

que desarrollada en serie y despreciando los términos de segundo orden
en ¢l aplanamiento, se convierte en

re ) 101 ,
Q= Q,o(l +7- cos’ 9) =Q, (1 +_8() - B - cos? 9)
y como cos® § = sen® I, donde L es la latitud geocéntrica, tendremos:
101
Q= Qo(l +——-— B - sen’ I)

Utlizando esa formula, Newton, en la aloina parte de la Prop. XX,
calcula la longitud que debe tener un péndulo que bate segundos en
funcion de la latitud geografica. Comparando los resultados obtenidos
por Richer, Halley, des Hayes, Picard, Couplet..., con los previstos por
su teoria (8), concluia que aunque se¢ podia asegurar la existencia de un

(8) La tabla que a continuacién presentamos resume el estado de la cuestion y recoge los
datos que Newton habia previsio:

Prev.
Autor Lugar Afip Latitud Result. Newton Dif.
Richer Paris 1673 480 50’ 440,69 440,56 —0,04
Varin Paris 1682 480 50’ 440,56 440,56 0,00
Picard Paris 1671 480 50° 440,50 440,56 0,06
Chazclles Cairo . 169.. 300 2’ 440,25 439,95 —0,30
Des Hayes  St. Domingo 1699-1700 199 48’ 439,00 439,70 0,70
Des Hayes  St. Cnistobal ” 170 19’ 438,75 439 64 0,89
Des Hayes  Guadalupe 1682 150 Q@Y 438,50 459,60 1,10
Des Hayes  Marunica 1682 140 44’ 438,50 439,60 1,10
Feuillé Martinica 1704 140 44’ 437,83 439,60 1,77
Des Hayes  Goreée 1682 140 40’ 438,56 439 60 1,04
Feuillé Portobelo 1704 go 38’ 457,58 439 53 1,95
Richer Cayenne 1672 40 55’ 439,35 139,48 0,13

Des Hayes  Cayennc 1699-1700 40 55’ 438,50 439 .48 0,98
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achatamiento polar del planeta no era posible dcterminarlo experi-
mentalmente:
«And theretore the earth is a little higher under the equator than by the
preceding calculus, and a little denser at che centre than in mines near the
surface, unless, perhaps, the heats of the torrid zone have a little extended
the lenght of the pendulumsy {9).

Asi, pues, Newton consideraba que debia ser revisada la hipotesis de
homogeneidad de la tierra y que suponiéndola mas densa en el centro
que en la superficie el aplanamiento deberia disininuir, de modo que
los datos experimentales se aproximarian a las previsiones tedricas.
Tales supuestos no fueron desarrollados convenientemente hasta medio
siglo mas tarde por Clairaut, quien demostraria justamente todo lo
contrario:

«J’al trouve, au contraire de ce que cet illustre Autcur avance —eseribe
Clairaut—, que la Terre devoit &we d’autant moins aplatie, que le
raccourcissement du Pendule du Pole a PEquateur, étoic plus consi-
dérabler (10).

Es decir, el aplanamiento de masas de fluido de densidad variable
que gira en torno a un eje de revolucion, crece del centro a la superficie
independientemente de la ley de densidad adoptada. Abundando en la
misma direccién, Clairaut demostraria que, suponiendo pequefia la
velocidad angular, el aplanamiento estaba comprendido entre dos
valores que correspondian a otras tantas situaciones limites de variacion
de la densidad: de una parte, la correspondiente a una distribucion
uniforme y, de otra, aquélla en la que se supone toda la masa
concentrada en torno al centro del sistema. Dichos limites eran los
sigumientes (11):

Y o5
LRI

La tabla esta construida con datos procedentes, en su mayoria, de fuentes originales, y
cuando no ha sido asi hemos contrastado diversas obras antes de adoptar la cifra gque
presentamos. Existieron otras determinaciones de la longitud del péndulo horario que
hemos excluido por su notable imprecisidon como, por ejemplo, las efectuadas bajo la
direccién de Couplet v por encargo de la Academia de Ciencias de Paris que merecicron
el siguiente juicio de Newton: «..this gentleman’s observations are so gross, that we
cannot confide in them» (Principia, Lib. 111, Prop. XX). La longitud del péndulo la
expresamos en lineas, unidad que equivale a 2,25 milimetros {1 toesa = 6 pies; 1 pie+ 12
pulgadas; 1 pulgada —~ 12 lineas y 1 linea = 12 puntos). La tabla de longiudes previstas es
dada por Newton (loc. cit.} para variaciones de un grado de latitud; nosotros hemos
intentado dar el valor més aproximado posible para cada latitud concreta, de modo que
la columna Diferencia s6lo aspira a indicar 6rdenes de error mas que cantidades exactas.
(9} Principia, Lib. III, Prop. XX.

(10) CLAIRAUT, A. C. (17438}, Thévrie de la figure de la terre tirée des principes de Uhydrostatique,

Paris, p. 157.
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es decir:

2 1
< J_ <«
577 9~ 930

que se corresponden, como veremos inmediatamente al tratar la
aportaciéon de Huygens, con los valores concluidos por éste y por
Newton. Demostraria también Clairaut que siendo a el achatamiento, s1
el radio vector del elipsoide podia expresarse por la formula r = a(l +
+ & sen’ f), entonces la gravedad en cualquier punto de la superficie
terrestre verificaba que:

r

2

Q=0Q,11+ p - a] sen” L
formula imposible de oblener desde los limitados fundamentos tedricos
con los que Newton abordaba el tratamiento del problema. La con-
clusion definitiva quc se recoge en los Principia sobre ¢l desacuerdo con
los datos experimentales no ofre(ld dudas al lector:

«And this disagrecment mlght arise partly from the errors of the obser-
vations, partly from the dissimilitude of the internal pares of the earth,
and the height of mountaing; pardy from the different teraperature of the
airy (12).

Asi, pucs, Newton propone una nueva linea de investigacion que
supcme incorporar Jos saberes acerca de la estructura interna del planeta
al programa racional de la fisica. Las cxperiencias con el péndulo iban a
quedar asi relegadas a un segundo plano, ya que, como se sabe, a través
de cllas es imposible poner a prueba ninguna hipoétesis sobre la ley de
variacion de la densidad terrestre. Apunta, asimismo, la necesidad de
profundizar sobre el tema de las variaciones locales de la gravedad
detectadas con un instrumento sobre el que la temperatura o presion
atmosféricas podian cjercer una importante influencia. Todas las cues-
tiones rclativas a la desviacion de la plomada, debido a la irregular
distribucion de masas sobre la superficie terresire, podian repercutir
sobre las observaciones astrondomicas. Para los astronomos, estas nuevas
perspeciivas constituian un reto cuya solucion no podia demorarse, ya
que sin un modelo de atmosfera que permiuese la construccion de
tablas para la refracciéon, o sin ascgurarse de la verticalidad de la
plomada que marcaba el cero de los instrumentos, era imposible
garantizar la precision de las observaciones. Asi parcce entenderlo

(11} CLAIRAUT, A. C. {17438}, 0p. at,, pp. 59-82. La cvolucion de estos limites del achata-
miento polar puede encontrarse en APELL, P. (1937), op. cit., pp. 142 ss. y 204 s.
(12} Principia, Lib. 111, Prop. XX.
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Newton, que no oculta su escepticismo respecto de las medidas apor-
tadas «...of the French astronomers». Y ¢sto tendra su importancia anos
mas tarde cuando en el contexto de la polémica sobre la figura de la
Tierra, se le acuse en Francia de teorizante v especulativo por cste
velado desprecio hacia las observaciones experimentales.

HUYGENS: IA FIGURA DE LA TIERRA
Y LA FISICA CARTESIANA

Veamos ahora la teoria postulada por Huygens (13). Su interés por la
cuestion de la figura de la tierra es consecuencia directa del rechazo de
la concepcidn newtoniana de la gravedad. Si bien las investigaciones
sobre el péndulo le habian situado cn condiciones para afrontar cste
problema, sera en el Discours sur la cause de la pesanteur [1690), texto
apresuradamente publicado para replicar ¢l contenido de¢ los recién
publicados Principia, dondce afrontard con mavor extension el tema.,

«Je ne suis pas d’accord —explica Huygens— d’un Principe qui est de
toutes les petites parties qu’on peut imaginer dans deux ou plusicurs
diftérents corps s’awirent ou tendent & s’approcher mutuellement. Ce
que je ne saurais admettre, parce que je crois voir clairement que la cause
d’une telle attraction n’est point explicable par aucun principe de
Mécanique, ni des régles du mouvement. Comme je¢ ne suis pas persuadé
non plus de la necessité de I'attraction mutuclle des corps enters ayant
fait voir que, quand il 0’y aurait point de Terre, les corps ne laisseraiemnt
pas, parce quon apclle pesanteur, de tendre vers un centrey 1143,

El texto nos remite claramente al esquema gencral cartesiano de
explicacion del universo. Huygens, sin embargo, no se conformo con
un simple rechazo metafisico de la atraccién, como harian otros
cartcsianos, sus criticas también alcanzaron al propio Descartes. En el
Horologium oscillatorium (16738} obra en la que se analizaban extensamente
las leyes del péndulo y el comportamienio de la v centrifuga, 1a gravedad
no cs constdcrada como una fuerza externa que actaa sobre los cuerpos
sino como un hecho empirico constatable (15). Es el connatus o ten-
dencia a descender que manitiestan todos los cuerpos. La publicacion

{13) PLANA, J. (185%), Note sur la figure de la terre et la loi de la pesanteur a sa surface,
d’apres I'hypothése d’Huygens, publié en 1690. Astronomische Nachrichien, 35, nam. 839,
371-378.

(14) HUYGENS, C. (1690), Duscours swr la cause de la pesenteur, texto que fue publicado como
apéndice de¢ su obra Traité de la Lumiére, Leyden. La cita perienece a la pagina 159. Ver
HOEFER, F. (1873), Histoire de I’Astronomie defiuis ses orvigines jusqu’a rnos jours, Paris, pp. 443
ss. Y también del mismo autor (1902), Histoire des Mathematiques depuis leurs origines jusqu’au
commencement du dix-neuvieme siécle, 5.2 ed., Paris, pp. 462 ss.

(15) Cf WESTFALL, R. S. (1977), Force in Newton Physies, New York, pp. 177 ss.
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de los Principia le llevara a formalizar una teoria que pueda explicar el
hecho gravitatorio sin necesidad de atribuirle un principio dindmico ala
materia inerte «...parce qu'une telle hypotheése nous cloigncrait fort des
principes Mathematiques ou Mechaniques» (16}, Huygens imagind una
masa fluida sutil que gira «encerrada» en un espacio limitado del cual
los otros cuerpos celestes le impiden salir. Si dentro de ella existiesen
cuerpos mas densos que no participaran de aquel movimiento o que
simplemente fuesen mas lentos, entonces serian empujados por la
materia etérea hacia el centro del sistema.

«C’est donc en cela que consiste vraisemblablement la pesanteur des

CoTps: laquelle on peut dire, que c’est effort que fair la matiere fluide,

qm tourne circulairement autour du centre de la Terre en tous sens, a

s’éloigner de ce centre, ct & pousser en sa place les corps qui ne sutvent
pas ce mouvemeno (17).

La atraccion simultinea de todas las particulas de masa entre si e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa,
resultaba, asi, sustituida por una accion mecanica constante que subsis-
tiria incluso aunque no existiese la Tierra. Al usar el mismo recurso de
los canales antes comentado, consideraba que todas las partculas
situadas dentro del canal ecuatorial experimentaban el mismo connatus
de caida generado por el éter circundante, pero como la vi centrifuga
variaba, desde un valor maximo en el véruce ecuatorial hasta uno
minimo en las proximidades del cje de giro, la relacion entre los cjes
debia ser la mitad de la existente entre ambas «fuerzasy en el ecuador.
Asi, puesto que ﬁ./fg = 1/289, la razon entre los cjes seria como
577/578 (18).

El problema de la figura de equilibrio que adopta una masa de
fluido sometido a ambas fuerzas fuc abordado en la segunda parte del
Horologium... segn el principio de verticalidad de la plomada, es decir,

(16) HUYGENS, C. (1690}, Discours..., p. 163. Una anailisis del tratamiento que desde la
tradicion cartesiana se realiza del hecho gravitatorio puede encontrarse en la excelente
obra de DUGAS, R. (1954), La mécanque au X VIO siécle, Neuchatel, pp. 312 ss. y 446 ss.
El tema de la gravitacion a finales del siglo XVII y principios del XVIII es analizado desde
perspectivas diferentes en BUCHDAHL, G. (1970). Gravity and intelligibily: Newton to
Kant, i BUTTS, R. E.; DAVIS, J. W. (Edits), The mcthodolical hereditage of Newlon, Oxford,
pp. 74-102. SNOW, J. { 192() Matter and Gravity in Newton sphyucalphzfowphy, London. Un
claro e interesante resumen de las coincidencias y diterencias de las posiciones de
Newteon y Descartes, puede encontrarse en EULER, L. (18483), Letters of Euler on different
subjects in Natural Philosophy. Adressed to a german Princess, edicién de D. Brewster, New York,
(reimpresién por Arno Press, New York, 1975}, En espeaal las cartas XLV-LXVIIL

) MONTUCLA, F. (1802), Histoire des Mathématiques, Paris, vol. 4, pp. 139 §5.

(17) HUYGENS, C. (1690), op. cit., p. 137.

(18) MARIE, M. (1883-1888), Histoire des Sciences Mathematigues et Physiques, 12 vols., Paris, vol.
V, pp. 27 ss. También LALANDE, J. ¥. (1792}, Astonomze, 3 vols., Paris.
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exigicndo que la resultante fuese perpendicular a la superflicie de la

. . - X 7 - ‘ l
Tierra. Siendo f= | f. i Y S y X = (—w’x, —wy, 0) las
r r r ! ;

fuerza atractiva y centrifuga respectivamente, en la superficie de equi-
librio exterior del plancta debia verificarse la ecuacion:

fdr—wix dx+y- dy =

guc integrada se transforma en:

. \.’\"2 \,\;2
fodr— —x2+ v =1fla)-a——- - 4
I 0 (X" 4y f(d) 1 5 ]

2

donde f(a) cs el valor que adopta la funcion { en el eccuador cuya
distancia al centro de atraccion es a.

Supongamos, en la hipotesis de Huygens, que dicha fuerza es
constante ¢ 1gual a k. Entonces:
w? w?
k(x* -+ y? 4 723 — -2_()(2 + vy = k- 4y a’

en donde haciendo x =y = 0y z = b, se obtiene que:

y como w?a/2k = 1/289, entonces la razoén entre los ¢jes valdria 577/578.
Dicho resultado puede comprobarse que se obtiene también suponien-
do una fuerza de atraccion inversamente proporcional al cuadrado dela
distancia. Este calculo, efectuado por Huygens, parecia confirmarle en
contradiccion con Newton su tesis de que era la verticalidad de la
plomada la condicidn necesaria para que la Tierra estuviese en equili-
brio. La variacion de la gravedad con la lattud del lugar puede ser
encontrada sin dificultad. La fuerza gravitatoria Q verifica la ecuacion:

22 . ’ ) W
Q= F———?‘"'E(X2+yz)-'rw4x ; ,J

t f*
y haciendo f = w’r/f y despreciando los términos de segundo orden,
tendriamos que:

Q == {1 — 2f sen* )'"* = {{1 — B sen® ) = f{1 — B cos® L)

f(l owlr - sen? 8 w'r? sen? 9)”*
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expresion que, independientemente de las constantes, es analoga a la
encontrada por Newton.

El problema planteado sobre la figura de la Tierra por ambos
cientificos era exclusivamente teorico y las diferencias entre ellos
estaban motivadas por la distinta concepcion acerca de la gravedad. Las
medidas experimentales estaban aun lejos de poder aportar datos cuya
precision pudiese discernir entre ambos. El tema concreto en el que se
enfrentaban no tenia, por el momento, ninguna trascendencia en el
terreno practico ya que, como reconocia Newton, el achatamiento era
muy pequeino:

«..it appears that the inequality of degrees is so small that the figure of the
earth, in geographical matters, may be considered as spherical; especially
if the carth be a litde denser towards the plane of the equator than
towards the polesy {19}

Las consecuenaias del programa propuesto por Newton y Huygens,
aparte las ya comentadas, eran verdaderamente notables. En primer
lugar, se afirmaba sin paliativos la no esfericidad de la Tierra, con-
clusion que asestaba un nuevo golpe a las concepciones peripatéticas
sobre la necesidad del circulo en todas las formas de equilibrio estable.
Ello, sin embargo, en 1700, ya no habria de plantcar problemas con una
tradicién cientifica que habia sido aistada del marco institucional dondc
se desarrollaba la nueva ciencia. La afirmacion del achatamiento polar,
no obstante la dispersion de los datos experimentales, ponia en entre-
dicho los métodos de la astronomia practica, ciencia que, pese a haber
sido protagonista en el proceso de la Revolucion Cientifica, quedaba
ampliamentc desbordada por el mayor poder predictivo de la mecanica.
Eran precisas nuevas observaciones, realizadas con mayor precaucion y
mejores métodos, que pudiesen contrastar la magnitud del apland—
miento polar predicho por Newton o Huygens. En esa direccidén se
avanzé durante las tres primeras décadas del setecientos, pero sus
resultados contradecian frontalmente las conclusiones derivadas desde
principios te6ricos.

EL PROGRAMA NEWTONIANO:
MAUPERTUIS, STIRLING, CLAIRAUT Y MAcLAURIN

De momento, aqui nos ocuparemos de la evolucion del programa
esbozado en los Principia. Las ultimas conclusiones de Newton dejaban
en el aire algunas preguntas que no habia sabido responder: ¢Es

-

(19) Princigna, Lib. 111, Prop. XX.
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homogénea la Tierra? ¢Es la elipse una figura de equilibrio para una
masa de fluido que gira en torno a un c¢je de simetria? ¢Por qué se
consideraba a priori que el ccuador era un ¢je de simetria respecto de los
circulos paralelos? Si la Tierra estaba salpicada de accidentes geogra-
ficos, ¢en qué medida era licito hablar de una figura elipsoidal? El tema
de la figura de la Tierra, sin embargo, hubiese sido una cuestion
marginal dentro de la historia de la fisica si las observaciones realizadas
en Francia por los Cassmi no hubiesen proporcionado conclusiones tan
diametralmente opucstas a las publicadas por Newton. Para los nco-
cartesianos no existia ninguna razon que les obligara a preferir una
teoria insuficientemente desarrollada a unas observaciones efectuadas, a
su julicio, con todas las garantias que se¢ podian exigir. Todo ecllo
esimuld a los newtonianos y algunos geometras {ranceses a buscar
respuestas adecuadas para aquellas preguntas.

l.a primera que reclama nuestro interés procede de Maupertuis. En
el namero 422 de las Philosophical Transactions publicd una memoria en la
que sc¢ proponia demostrar que la clipse era, como habia supuesto
Newton, una figura de cquilibrio (20). Uuhzando ¢l principio de com-
pensacion de las columnas ofrecia una solucién en dos dimensiones que
no resolvia completamente la cuestion. Dos anos mas tarde, P. Bouguer
demostraba, analizando algunos casos particulares, que las condiciones
de equilibrio exigidas por Newton y Huygens, tomadas separadamente,
eran necesarias, pero no suficientes. Si la masa de {fluido tenia que
permanccer ¢n cquilibrio hidrostatico, era preciso que se cumpliesen
simultaneamentc ¢l principio de las columnas y el de verticalidad de la
plomada:

«...une planéte considérée comme fluide ne peut conserver constamment
la m&me tigure, que lorsque toutes les colonnes dont on pewt supposer
qu'elle est formée et qui aboutissent a son centre, sont d’une égale
pesanteur; sans cela, toutes ces colonnes ne se contrabalanceraient point,
et les plus pesantes ne manqgueraient pas de soulever par en bas celles qui
le seraient moins. Mais il faut encore qu’une autre condition soir remplie,
il faut que les directions de la pesantcur soient exactement perpendicu-
laires dans tous les points de la surface, atin que les molécules du fluide

(20) MAUPERTUIS, P. L. M. (1732}, Dc Figuris quas Fluida rotata induerc possunt,
Problemata duo; cum conjectura de Stellis quae aliquendo prodeunt vel dificiunt; et de
Annulo Saturni. Authore Petro Ludovico De Maupertuis, Regiae Socictatis Londinensis,
ct Academiae Scientiarum Parisiensis Socio. Philosophical Transactions, 37, nam. 422, 240-
256 (Volumen que corresponde a los afos 1731-32 y que fue publicado en 1738). Las
conclusiones de cste trabajo scrian posteriormente reimpresas en su famoso Discours sur
les differents figures des Astres (Paris, 1752) y en «Sur les loix de VAttraction» in Mem. 1732,
pp. 343-362. Ver lo que sobre la memoria dice Fontenelle en Hist. 1732, pp. 112-117. Ver
NIELSEN, N. (1935), Géométres frangais du dix-huitiéme siécle, Copenhague.
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n’alent aucune pente a couler vers un c6té ou vers un autre. L’observation
de ces deux lois est également nécessaire; 'une assure, en quelque fagon,
le repos dans I'interieur pendant que Pautre 'etablit au dehors; et ce n’est
que le concours des deux qui rend I'érat de la planéte tuojours per-
manent» (21).

Esta importante e influyente memoria de Bouguer, tal vez debido al
caracter polémico de algunas partes de su contenido (22), no fue
inicialmente recibida todo lo bien que merecia. Maupertuis, que en sus
trabajos anteriores habia comprobado que ambas condiciones se veri-
ficaban simultaneamente en diferentes hipotesis sobre la gravedad,
afirmaba en una memoria publicada el mismo ano:

«...pour déterminer la figure d’une planéte, si ’on sait que ses parties sont
actuellement en repos, 'examen de l'accord des deux principes est
inutile, P'un d’cux suffit, puisque le repos des parties est un fait qu’assure
de 'autre, quelle que soit la maniére dont la pesanteur agit» (28).

Al afio siguiente, Stirling demostraba que la resultante de las fuerzas
quc actian sobre un elipsoide de rotacion con velocidad angular
constante y sometido a la ley de atracciéon newtoniana, era perpendicu-
lar a la superhcie (24). Veamos, brevemente, el punto central de su
razonamiento. Sean F, v ¥, las fuerzas atractivas que actuan segan los
ejes CA y CB respectivamente. Co-
mo vimos, despreciando los tér-

Plx y) minos de segundo orden en el
aplanamiento, dichas fuerzas eran: -
! amp G 2
! T X(l ) -); )

B

T
@
C- IR
>
>
b
l

(21} BOUGUER, P. (1784), Comparaison des deux loix que la Terre ct les autres Planetes,
doivent observer dans la figure que pesanteur leur fait prendre, Merm. 1734, pp. 21-40 y
Hist. 1734, pp. 83-87. La ata corresponde a la pagina 27.

(22) Este caracter polémico queda claramente reflejado en el siguiente paragralo de Bouguer:
«Fntre plusieurs Mathématiciens d’un grand nom qui ont tourné leur viié vers cette
maneére, M. Huygens et M. Hermann sont les seuls qui ont appliqué en méme temps les
deux loix; ils ont trouvé qu’elles s’accordoient 2 donner i la Terre une méme figure dans
la suppositions particuli¢res d’une pesanteur originairement constante, et d’une pesan-
teur proporuonnelle aux distances au centrer. Afirmacion que evidentemente es falsa por
lo que respecta a Huygens y extremadamente matizable con relacién a Hermann. La
memoria, por demas, no cita a Newton ni a Maupertuis.

(23} MAUPERTUIS, P. L. M., Sur les figures des corps célestes, Mem. 1734, p. 78.

(24) STIRLING, J. (1785), Of the Figure of the Earth and the Variation of Gravity on the
Surface, Philosophical Transactions, 39, num. 438, 98-105. (En realidad fue publicada en
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y su cociente:
F, oyl +2v¥/5) y
F,  x(1—y¥5)  x(1— 3y¥5)
Supongamos que PG es la prolongacion hasta ¢l eje de las x de la

vertical al punto P de la superficie y que CH = (8/5)CG. Entonces, como
por las propiedades de la elipse CG = y’x, tenemos que:

3
M = x Y
5
y, por tanto,
F, PM
F.  HM

de donde Surling concluia que la resultante de las fuerzas era en
magnitud y direccion como PH. Al incorporar la rotacién demostraba
por argumentos fisicos y geométricos que la nueva resultante seria como
PG. A pesar de que quedaba implicito, Sarling no se percatd de que
habia demostrado que la elipse era una figura de equilibrio. En cambio,
proporciono un método geomeétrico para enconrar la expresion que
tenia la fuerza atractiva en cualquier punto de la superficie del elipsoide.
Fue Clairaut quien, en 1738, formuld en términos analiticos la condi-
cién necesaria y suficiente para que una masa de fluido esté en
equilibrio hidrostatco (25). El estudio de tal condicion le llevo a
plantearse el problema de la resolucion de una ecuacion en derivadas
parciales de primer orden, en dos memorias dadas a conocer en 1739 y
1740. Siendo Py Q, razonaba Clairaut, las componentes de la gravedad
en las direcciones CP y CQ respectivarnente, es precio que P - dx +
+ Q - dy sea una diferencial exacta de una funcion potencial U = U(x, v}.
Sea ON un canal arbitrario que atraviesa una parte de la masa de fluido

1738.) Cf. TODHUNTER, 1. (1873), A history of the mathematical theories of attrection and the
figure of the earth, 2 vols., London, pp. 77 ss.

125) CLAIRAUT, A. C. {1737), Invesugatlon(*s aliquot, ex quibus probetur Terrae figuram
secundum leges attractionis in rationis inversi quadrati distantiarum maxime ad Fllipsiu
accedere dcbere, per..., Philosophical Transactions, 40, nani. 445, 19-25. Ver también ¢An
Inquiry concerning thc Figure of suchs Planets as resolve about an Axis, supposing the
Density continually to vary, from the centre towars the surface», Philosophical Transactions,
40, nam. 449, 277-306 (1738). A los métodos de resolucion de la ecuacion diferencial que
resultaba de exigir esta condiciéon de equilibrio, Clairaut dedicé dos memorias, «Re-
cherches générales sur le calcul intégraly in Mem. 1739, pp. 425-436 y «Sur 'integration
ou la construction des équations differentielles du premier ordres in Mem. 1740, pp. 293-
828. Ver el excelente articulo que en el D.S.B. escribe R. Taton sobre Clairaut. ‘T'ambién
KLINE, M. (1977), Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, New York, pp. 425-6.
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hasta la superficie en el punto N, y Tt un elemento de dicho canal en el
que Tr=dx y tr=dy. La tuerza Q segin

Q la direccidn Tt sera Q(tur/Tt) que multi-
N plicada por el elemento de masa nos

T dara ¢l estuerzo que actia sobre Tten la

9’ T direccion OT, y cuyo valor ¢s Q - dy.
C . Q 5 Por idénrico razonamiento sobre P, ten-

drenios que el esfuerzo total seria
P - dx + Q - dy. Para que hubiera equili-
brio, concluia Clairaur, era imprescin-
dible que d’effore resultante no depen-
diera de la trayectoria que unia los
puntos O vy N, es decir que ¢l trabajo necesario para transportar una
particula de masa desde O hasta N fuese independiente del caniino
elegido. Demostro, asimismo, que P - dx + Q - dy cra una diferencial
exacta s1 OP/dy = 0Q/0x.

Dentro de csta misma linea de formulacion analitica de los proble-
mas de la mecanica clasica, merece ser comentado también un memo-
rable trabajo de Euler de 1738 (26). En &l se determinaba la atraccion de
una lamina eliptica de espesor 0¢ sobre un punto situado en el centroy a
una distancia ¢, mediante la expresiéon:

Se // c-dx - dy
(CQ + X‘}. + },2)3.’2

x? y?
a1 + y* T
A Y) a

sobre la elipse

Se encontraba asi por primera vez la forma que tenia la fuerza atractiva,
que Euler evaluaria mediante la integracion respecto de y, y desarro-
llando posteriormente el nuevo integrando en seric de potencias de x.

(26) FULER, L. (1738), De attractionc corporum sphaeroidico-cllipticoruni, Comentari Aca-
demiae Scientiarum Petropolitanae, 10, 102-115. Esta memoria, aungue no fue publicada
hasta 1747, en realidad era conocida por toda la comunidad cientifica desde 1738, El
trabajo consistia en buscar la expresion de la arraccién de un «oblatum» sobre una
particula en ¢l polo y en ¢l ecuador. Los resultados fueron los siguientes:

1 £ 22
n el ec gmbl — + — = =
en ¢l ecuador 'IT)( 3 5 35 )

| 1 4 2
en ¢l polo fmb(—-- + f - _.2&_)

3 12 21

donde los semiejes valen by b(l + g).
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En 1740, el premio que convocaba anualmente la Academia de
Ciencias de Paris iba a ser destinado a la memoria que mejor explicara
las causas que provocaban las marcas. El galardén seria finalmente
compartido por D. Bernowlli, L. Euler y C. Maclaurin. El trabajo
presentado por el cientifico anglosajon, «De causa physica fluxus et
refluxus maris», abordaba sistematicamente el estudio de todas las
cuestiones pen(hemes del programa esbozado por Newton (27). Dcs-
pu¢s de una serie escalonada de teoremas demostraba que la atraccion
ejercida por un elipsoide de revolucion homogénea sobre una particula
situada cn su superficie, estaba dirigida hacia un punto del ¢je de giro
que verificaba una determinada condicion geométrica. En ¢l Lema 1V,
explicaba que dicha atracciéon podia descomponerse en dos fuerzas,
paralelas a los ¢jes de simetria del elipsoide, que podian ser calculadas
independientemente por un ingenioso procedimiento: siendo P(x, yj un
punto arbitrario sobre la superticie, la atraccion que el elipsoide cuyos
ejes valen a v a(l -+ ¥4 ¢jerce sobre ¢l en la direccion del ¢je de giro es
la misma que produciria otro elipsoide concéntrico cuyo ¢je menor
fuese y sobre una particula idéntica situada en el vértice del supuesto
nuevo eje de giro. El mismo razonamiento podia ser aplicado a la otra
componente sin mas que suponer la posicion de la particula en ¢l
extremo del eje ecuatorial de un elipsoide cuyo eje mayor valiese y. El
problema de como encontrar la atraccion de un esferoide oblato sobre
un punto- cualquiera de su superficie quedaba asi reducido al de
conocer la que actuaba sobre dos puntos singulares, el polo y el
ecuador,

Todas estas investigaciones serfan posteriormente recogidas y des-
arrolladas con mayor amplitud en su obra A Treatise of Fluxiors (1742),
donde eran formuladas con claridad las tres condiciones que conside-
raba necesarias para la existencia de equilibrio: 1.2} Que la resultante de
las fuerzas presentes fuese perpendicular a la superfice (condicion de
Huygens). 2.2) Que las columnas imaginarias de fluido que conectaban
el centro y la pernferia se contrabalancearan {condicion de Newton). Y,
3.2} que cualquier particula sobre el esferoide fuese impuisada igual-

97y MACLAURIN, C. (1741), De causa physica tluxus et refluxus marts in: Picces qui ont
remporté le prix de Académie royale des Sciences en MDCCXL, Paris, pp. 195-234. Numecrosos
autores han resaltado la importancia de esta memona, ver TODHUNTER, op. cii,, pp.
134 ss. KLINE, op. ¢it., pp. 502-503. GRANT, R. (1852}, History of Physical astrononiy from the
earliest ages to ihe middle of the Nineteenth century, London, pp. 66 ss. Muy especialmente debe
consultarse. TRUESDELL, C. A. {1954), Rational Fluid Mechanics, 1687-1765 in:
Leonhardi Fulert Opera Qmnia, Serie II: Mechanica, Vol. 12, pp. VII-CXXV, Lausannac. Y
también del mismo autor The rationzl mechanics of flexible or elastic bocies 1638-
1788 in: Leonhardi..., (11), 11, Turici, 1940.
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mente en todas las direcciones (28). Ademas de incorporar las conclu-
siones anteriormente sostenidas por Bouguer, afadia una tercera que
habia sido propuesta por D. Bernouilli en su Hydrodynamica, sive de virtbus
et motibus fluidorum commentarii (1738) consistente en exigir que la
superficie de equilibrio fuese equipotencial o de nivel (29). En términos
algebraicos tales condiciones se reducian a exigir que siendo b’y (a*x* +
+ bty?)" 9 —b%x (a*x? + b*y?)"* los cosenos directores del. angulo que
forman las componentes de la fuerza y la tangente al punto P(x, y), se
verificase que:

B . b2y y 3.2)(
-— . - A - : =
X( b W) @+ by T e by

es decir,

(B — w?b)b — Aa=0

condicién en la que sustituidos los valores de B y A que anteriormente
hemos sefalado se transforma en la ecuacién trascendente que Maclau-
rin resolvié por desarrollo en serie (30). Si en la memoria de 1740 habia
exigido la homogencidad de la masa de fluido, ahora, en 1742, después
de comprobar el desajuste entre las previsiones teodricas y los resultados
experimentales, ensayaba distintas hipétesis sobre ‘la variacion de la
densidad terrestre.

CIAIRAUT Y 1A CONDICION GENERAL
DEL EQUILIBRIO HIDROSTATICO

Todos los resultados encontrados por Maclaurin se realizaron segin
los procedimientos gecométricos empleados por Newton en los Prinapia.
La claridad y sencillez de las demostraciones, junto a las propias
dificultades internas que poseian los métodos analiticos, provocarian un

(28) MACLAURIN, C. (1742), A Treatise of Fluxions, 2 vols., Edimburg. El tema de la figura de
la Tierra es tratado en el 2.9 volumen, pp. 522-566. Ver POG(,ENDORPF J. C. (1883),
Histoire de la Physigue, Paris, pp. 474 ss.

(29) BERNOUILLI, D. (1738), Hydrodynamica, sive de viribus et motibus fluidorum commentari,
Strasbourg. Ver en especial pp. 244-245. Bernouilli fue el primero en tener la idea, para
simplificar la resolucion de las ecuaciones diferenciales, de derivar las fuerzas de una
funcién potencial, de modo que 0V(x;)/dx; = fi(xi). Cf KLINE, op. cit.,, p. 524.

(30) Maclaurin encontrd que si € es la excentricidad y ) el cociente de las fuerzas centrifugay
atractiva en el ecuador, entonces
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retraso considerable en el proceso de formalizacion algebraica de la
fisica. El programa propucsto por Fuler en su Mechania sive motus scientia
analytice exposita (1736) para hacer de la mecanica una ciencia en la que
sus leves no sélo fuesen ciertas sino logicamente necesarias, que tantos
segmdores habia encontrado, era abandonado por C lairaut en ¢l as
importance tratado de fluidos escrito durante la primera mitad del siglo
XVIII (31). La linea de sus anteriores trabajos se veia truncada ante la
admiracion que le causo el méwodo geomértrico empleado por Mac-
laurin,

«...s1 belle et si s¢avante, que ’al ¢rid faire plaisir 2 mes lecteurs de la

mettre ic» {32),

La parte mas original de la Théorie de la figure de la terre iba a ser la
destinada a los principios generales de equilibrio hidrostatico. Las dos
condiciones exigidas por Newton y Huygens, consideradas basicas v
nunca discutidas desde la publicacion de la memoria de Bouguer de
1734, habian sido el pilar sobre el que se asento su articulo «An Inquiry
concerning the Figure..» (Phil. Trans, 1738). Por la correspondencia
cruzada entre Clairaut v Euler en 1742, conocemos la insuficiencia
tedrica de tales supuestos y la gestacion de un principio mas general de
equilibrio hidrostatico:

«Par ma theorie -~ ¢scribia Clairaut en enero de 1742- ’ai reconnii que
je m’etois rompé dans les transactios philosophiques lorsque javois
detéerminé la figure de la Terre en suposant qu’elle ¢toit (ompm(e de
conclus (‘lhpllqucs semblables de differents densités. Ce qui m’avoit
mcluit en crreur, C ¢lolt la méme memoire de Mr. BOH”II(‘I dont 1e viens
de vous parler, parce que je m'etois contenté¢ de fairv cnosorte que les
colonnes fussent en cquilibre et que la tendence fut perpendiculaire a la
surface. Avant bien examiné ce Probleme j’ai rouvé que les conclus de la
Terre ne pouvoient pas étre seniblables mais qu’elles etotent cependant
toujours plus grands a mesure qu’elles s’eloignent du centre, a cause que
i¢s parties les plus denses sont celles qui sont les plus voisines du
centrey (33).

31, Cf DUGAS {1950}, op. ¢it., p. 228. Sobre las dificultades para el desarrollo del calculo v la
influencia de Maclaurin en ¢l retroceso hacia los métodos geométricos, ver SCOTY, I F.
(1975}, A fistory of mathematics, London. Ademas ae la belleza v sencillex con las que
Maclaurin demostrd las conclusiones de su teoria, es preciso considerar otros factores;
entre ellos, tal vez el mas importante, la incerddumbre que pesaba sobre algunos de los
clementos basicos del método analitico, tales como la diferencia entre diterencial v
derivada, divisibilidad de los infinitésimos, convergencia de las series, concepto de
funcion... Estos problemas s¢ encuentran ampliamente tratados en la obra ya citada de
KLINE, M. (1977).

139" CLAIRAUT, A. C. (1743), op. ait., p. 158

{33) A. C. Clarraut a I.. Euler; Paris, 4 de enero de 1742, in: Legnardi Fulert. Opera Omnia, Series
Quarta A: Commercium Epiotolicum {1980), vol. 5: Correspondance de Leonhard Fuler avec
A. C. Clairaut, J. d’Alembert et J. L. Lagrange. JUSKEVIC, A; TATON, R. {Eds.), Basel-
Boston-Stutgart, p. 102 ss.



La mecanica de fluidos y la teoria de la figura dec la Tierra... 81

Unos dias mas tarde Fuler se apresuraba a manifestarle su aquies-
cencia con la nueva orientaciéon dada por Clairaut a la teoria del
equilibrio hidrostatico de fluidos:

«Le principe dont vous faites usage, scra sans doute, qu'une masse fluide
ne peut ére en equilibre qu’en cas que chaque molécule soit egalement
comprimée de toute part, ct en ce principe sont cgalement fondés les
deux, dont Mrs, Maupertuis ¢t Bourguer sc sont servin (34).

Cuando aparczca al aho siguiente la Théorie de la figure..., dicho
principio sera dehnitivamente reformulado en su forma mas general
con el siguiente enunciado:

«Une masse de Fluide —escribe Clairaut— ne s¢auroit écre en équilibre,
que les eflorts de toutes les parties qui sont comprises dans un canal de
h%ure quelconque qu’on imagine traveser la masse entiere, ne se de-
truisent mutuellementy {35).

Dicha condicién, como ya se dijo al comentar su memoria de 1740,
cquivalia a exigir que siendo P, Q y R las componentes de la atraccion
segun los tres ejes de coordenadas, se cumpliese que P - dx + Q - dy +
4 R . dz «..soit une differentelle complete, & fin qu’il puisse v avoir
équilibre dans le Fluide». En la segunda parte, Clairaut desarrollaba
exhaustivamnente la teoria de la figura de la Tierra:

«Il s’agissait en somme de mettre la Terre en équation...» (36).

Comparados los datos experimentales existentes con los resultados
obtenidos en el supuesto de considerar su densidad uniforme, concluye
la necesidad de analizar el problema desde hipotesis mas complejas:

«Au reste, comme la longueur du Pendule et le rapport des Axes donnés
par M. Newton, ne s’accordent pas avec les Observations que nous avons
faites en Laponie, j’ai abandonné la supposition de 'homogeneité de la
Terre, et j'ai cherché sa figure, en supposant qu’elle fut composée d’une
infinité de couches dont les densités variassent suivant une loi quel-
conque depulis le centre qu’a la surfacer (87).

(34) L. Kuler a A. C. Clairaut; Berlin, enero-febrero de 1742. fbid., pp. 110 ss.

(35) CLAIRAUT (1743), op. cit, p. 1. En la Introduccion reconoce que fue Bouguer quien por
primera vez demostré la necesidad de que se verificasen simultaneamente los dos
principios que denomina «Principe des Canaux» y «Principe de Surface de Niveaun:
«..car j’al trouvé qu'il y avait une mfinité d’hipothéses de pesanteur ou ces deux
principes donneraient la méme courbe, sans que pour cela les efforts de toutes les parties
du Fluide se contrabalangassent mutuellment.» p. XXXI. En la pagina 5 formula el
principio general de equilibrio en los siguientes rminos: «Afin qu'une masse de fluide
puisse &tre en equilibre, il faut que les efforts de toutes les parties du fluide renfermées

: dans un canal quelconque rentrant lui-méme se détruisent mutuellment.

(36) Tal afirmacion que, a nuestro juicio, contiene acertadamente €l espiritu con ¢l que
Clairaut se enfrentaba al tema, procede de la obra de VERONET, A, (1914), La forme de la
terre ¢t sa constitution interne, Paris, p. 10.

(37) CLAIRAUT, A. C. (1743), op. cit., pp. 154-5.
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Para el tratamiento de las nuevas leyes de variacion de la densidad,
Clairaut simplific6 los desarrollos matematicos suponiendo que la masa
de fluido giraba con una velocidad angular «assez faible» constante y
como un todo «tournant en blocy. Ademas de la desigualdad que daba
los limites entre los cuales debia estar comprendido el achatamiento
polar (1/230 > e >1/577), el resultado mas importante encontrado por
Clairaut fue la famosa férmula:

P-E 5

r 9 J €

donde Py E son la gravedad en el polo y en el ecuador respectivamente,
j ¢l cociente entre la fuerza centrifuga y gravitatoria en ¢l ecuador y e la
excentricidad de la Tierra. Ambas conclusiones eran validas indepen-
dientemente de la hipotesis que se adoptase para la densidad (88).

El capitulo 5.9 estaba destinado a comparar las medidas de grados,
efectuadas por Maupertuis y €l mismo en Laponia y por Cassini y La
Caille en Francia, con su nueva teoria. De dichas observaciones se
deducia quela relacion entre los ¢jes era 177/178, mayor, por tanto, que
¢l limite superior previsto {230/231). La conclusién final fue que no
podia decidirse la cuestion hasta conocer los resultados aportados por
los expedicionarios americanos {39). '

En suma, los wrabajos de Clairaut determinaban, independiente-
mente de los datos geodésicos, el aplanamienio terrestre con una

(38) Ver TODHUNTER, 1. (1873}, op. cit., pp. 191 ss. Una reconstruccion complera del tema
de la figura que adoptan masas de fluido en rotacion no homogéneas con numerosas
referencias al trabajo de Clairaut puede encontrarse en CALLANDARU, M. O. (1889),
Mémoire sur la Théorie de la Figure des Planctes, Annales de Observatotre de Paris, 19, pp.
E1-F52; también LIAPOUNOFF, V. {1904), Sur 'équation de Clairaut et les équations les
plus génerales de la théorie de la figure des plandtes in: Mémoire de ’Académie des Sciences de
Saint-Pétersbourg, 15, nam. 10. APELL, P. {1937), op. cit., 2.2 parte, pp. 125-141. Siendo p=
= p(r) la lev de variacién de la densidad terrestre, Clairaut obtuvo la siguiente relacion
catre ¢l aplanamiento terrestre € y la densidad:

D + 26D + 2eDD + 6D =0

donde D es la densidad media de la tierra. A nosotros nos ha sido de gran ayuda por sus
numerosas referencias histéricas 1a impresionante obra de LAPILACE, P. §. (1799-1825),
Traité de mécanigue céleste, 5 vols., Paris. Ver también el excelente estudio que Ch. C.
Gillispie dedica a Laplace en el D.S.B. :

(39} «La Théorie précedente se trouvent donc d’accord avec woutes les Mesures du Pendule et
avec ’Observation des Diametres de Jupiter; s'il arrive, ourre cela, que les Mesures que
nous attendons du Perou comparécs a celles qui ont été faites en Laponie, rendent la
difference des Axes moindre que 1/230, cctte Théorie aura toute la confirmation
possible, et la Gravitation universelle que s’accorde si bien avec les mouvemens des
Planetes, s’accordera encore avec leurs Figures.n CLAIRAUT (1743}, op. cit., p. 305.
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aproximacion de una milésima. Los limites por é] establecidos queda-
rian inalterables durante mas de un siglo y hasta las investugaciones de
Bessel en 1841 estuvicron lejos del alcance de los métodos experimen-
tales.
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APENDICE

Reconstruccion del razonamiento de Clairaut sobre el problema
de la figura de la Tierra (1743)

En las paginas anteriores hemos estudiado el desarrollo tedrico del tema de la
figura de la Tierra entre las obras de Newton y Clairant, asi como las aportaciones
efectuadas por los distintos cientificos del periodo. Tal y como habiamos anunciado,
intentaremos ahora una reconstruccion fiel de todo el proceso deductivo seguido
por el matematico y fisico francés. Laplace, comentando la Théorie de la figure de la
Terre, escribia lo siguiente:

«L'importance de tous ces résultats et élégance avee laquelle ils sont présentes,
placent cet ouvrage au rang des plus belles productions scientifiquess (40).

La cleccion, pues, de la obra de Clairaut esta justificada tanto por el favorable
juicio que merecid a los 0jos de Laplace como por el caracter smtético y conclusivo
que tiene respecto de las publicaciones anteriores. Adelantemos que la tinica
funcion que pretenden cumplir estas paginas es la de proporcionar un contacto
directo y preciso con los usos y métodos de las ciencias fisico-matematicas durante la
primera mitad del siglo XVIIL. Para no extendernos demasiado prestaremos
atencion solamente al opico mas basico del libro, es decir la deduccion del
achatamiento polar del elipsoide terrestre en ¢l supuesto de que la densidad fuese
uniforme.

Lo que Clairaut quicre demostrar es que, exigiendo el cumplimiento de los
principios de Newton y Huygens, la superficie exterior de la masa fluida adopta en el
equilibrio la forma de un clipsoide. Calculando posteriormente la expresion de las
fuerzas que actuan por un método que habia sido propuesto por Maclaurin,
encuentra una formula que cxpresa cl valor del achatamiento en funcion del
cociente entre las fuerzas centrifuga y atractiva en el ecuador. Los pasos que seguira
en su razonamiento son los siguientes:

1. Justificacién del método que emplea para el calculo de las componentes de la
fuerca atractiva.

2. Demostracion de que la resultante de la fuerza de atraccion y centrifuga es
perpendicular a la superficie de equilibrio.

3. Calculo de la atraccion en el polo.

4. Calculo de la atraccién en el ecuador.

5. Calculo de achatamiento polar del clipsoide.

Vengamos ahora a la descripcion detallada de cada uno de estos pasos.

40) LAPLACE, Traité..., vol. 5, p. 7.
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1. La atraccién que ¢l csferoide
ANBM c¢jerce sobre un punto cual-
quiera de su superficie N ¢en la direc-
cion del eje de giro AB, es igual a la
atracciéon que cl esteroide QSR ejer-
ceria sobre el punto Q. situado en el
vértice polar,

Supongamos dos elipscs concén-
tricas ABM y QSH y quc el plano que
las contiene gira en torno al eje MQN
un 4ngulo infinitamente pequefio.
Dicho movimiento producira «cufias»
solidas infinitamente delgadas. Clai-
raut va a demostrar que la atraccion
producida por la cufia ANBM sobre un corpusculo situado en N segtn la direccion
AB, ¢s igual a la que provocaria la cufia pequenia QTHS sobre la misma particula en
Q. Dividamos estas cunas en piramides infinitesimales tales como las definidas por
las lincas QT, Qt, Nk y NK. Puede demostrarse sin ninguna dificultad que la
atraccion de cada una de estas piramides es proporcional al cociente del area de su
basce por la altura.

Consideremos, como se muestra en la figura, dos lineas QR y QT igualmente
alcjadas del eje QH y tracemos desde el punto N las dos paralclas a dichas lineas NK
y NIL. Estos cuatro segmentos definen, a causa del pequeno giro antes mencionado,
otras tantas piramides infinitesimales. Pues bien, puesto que las atracciones son
proporcionales a las alturas y como en una clipse se verifica siempre que Q'+ QR =
= NL + NK, la suma de las atracciones de las piramides construidas en la elipse QSH
es igual a la suma de las correspondientes sobre la elipse AMB. Descompuesia la
resultante segun los ejes de simetria, Clairaut da por concluida su demostracién, va
que cn la elipse pequefia se anulan Sistematicamente las compornentes en la
dircccion CS. Por el mismo razonamiento pueden extenderse estas consideraciones
al caleulo de la atraccion segun el eje ecuatorial.

Ip 2. Se wrata de probar que las atrac-
ciones sobre un esferoide eliptico
combinadas con la accion centrifuga
producen una resultante que es per-
pendicular a la superficie. Hacemos
las siguientes definiciones:

I = atraccion del esteroide en el
ecuador.

P = atraccion en el polo.

F = fuerza centrifuga en el ecuador.

NG: perpendicular en el punto N.
2
XG: subnormal sobre el eje menor, igual a- Pt CX.
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La atraccién en N en la direccion NR es la misma que tendriamos en el polo X de
un esferoide semejante a PNE cuyo semieje menor fuese CX. Entonces P - (CX/CP)
sera la fuerza que actia en N paralela al eje PCE Por el mismo razonamiento, la
atraccion en dicho punto segin NX seria E - (NX/CE). Puesto que F - (NX/CE) es el
valor de la fuerza centrifuga, (E — F)(NX/CEF) sera la fuerza total resultante que actaa
en N segan la direccion NX. Supongamos que NVy NS sean las dos componentes de
la gravedad y que NG es la normal a la superficie, entonces si la resultante es NT'y,
por tanto, esta dirigida segin la vertical del lugar, debe verificarse que:

VI XG
NV NX

¥, sustituyendo los valores de cada uno de los factores de la proporcion,
P CE

E -F CP

que es la condicion que deben cumplir las fuerzas que actaan para que la figura de
equilibrio sea un eclipsoide.

3. Imaginemos en la elipse de la

figura un giro infinitesimal & en tor-
Ip no a PC,, de mancra que PAM for-
mara una piramide elemental. Ha-
remos, siguiendo a Clairaut, las si-
guientes definiciones:

P = atracciéon en ‘el polo.

| G . —— e —— ——

Mm: arco infinitesimal el meridia-
no PEP.

MA | Pm
CP=1
m CE=m=1+d§=>m?=>] 2§

my

C

!
I
!
|
I
]
1-
'
I
|
i
|
!
r

Q

PQ} = abscisa = «
MQ = ordenada=u
u - &= arco de la pequeia linea recta descrita por el punto M debido al giro.
cos MPQ =5
sen MPQ = (1 — s%)1/2

La basc de la piramide inhnitesirnal descrita por M valdria u - a - MA y, por tanto, la
atraccion de la piramide sobre el punto P en la direccion P, seria:
u-a-s- MA
PM

Utilizando las propiedades de la elipse, Clairaut elimina el factor u de la expresion
anterior:

PQ z su
= = = e T m—————
cos MPQ} PM 2+ wyn s z T
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y como en una clipse se verifica que:
u? = 2m?% — m?z®
tendremos que;
B szS(l — 52)1/2
152+ m?%?

y la fuerza de atraccion sera:

2am? n - ds
—g— n-ds———?-;
n I +n%s

donde n? = m? — 1 =~ 24.

Ia fuerza con la que el corpasculo P es atraido por la suma de todas las
piramides clementales que forman la cuna infinitesimal producida por el pequefio
giro @, se obtendra integrando la cxpresion anterior. Es dectr,

2am?

1’13

{(ns — arctag ns)
y haciendo s = 1 y a = 27 tendremos la fuerza que produciria todo el elipsoide de
rotacion sobre ¢l corpusculo situado en P, que sera:
4mm?
P= _;13_(“ — arctag nj (1)

Expresion que desarrollada en serie v despreciando los factores de segundo orden
en n, resultaria;

4m 4

P=—-{1+ =4
3 5

donde hemos sustituido m v n por sus valores en funciéon del achatamiento 0. Si
§ = 0, tendriamos que la atraccidon sobre la superficie de la esfera seria 4n/3.

4. Puesto que como la masa de fluido en realidad gira en torno al eje PR, no es
posible la aplicacion directa del método descrito anteriormente para el célculo dela
atraccion en el ecuador. Clairaut se ve obligado, como sus antecesores, a idear
algun resorte que permita una extrapolacién de aquél sin violentar la situacién real.

Haremos las siguientes definiciones:
E: atraccién en ¢l ecuador.

P CQ=KE=u.

NK =z

sen NEC =5, cos NEC= (1 — s2}1/2
HE = PR.

NL | EL.

K Supongamos que el elipsoide te-
"r"" rrestre es seccionado por planos pa-

] ralelos a PR que pasan por el eje EK,
de inodo que la figura que presenta-
R : mos recogeria la elipse que engendra

e s S . —

Q
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el plano que contiene al eje cuatorial. Si EPAR cfecttia un pequeio giro @ en torno
a la tangente EK, se formaréa una cufia eliptica cuyos clementos pueden suponerse
piramides como las descritas por las lineas N, NL y LE. La basc de esia piramide
serd @ - 7 - NL y la atraccion en la direccion EC vendra dada por la expresion:
-z - NL

EN (1 - sH2 = @ - v - ds

Teniendo en cuenta que por las propiedades de la elipse PQ - QR/QN? = PCYCE?,
es decir (1 — u?)/(z? = 2mz + m?) = 1/m? y que sen. NEC = EK/NE = u/{u® +
+ 222 = 5, puede verificarse sin dificultad que de ambas igualdades se deduce que:

2m(1 — %

1 + m?%?—s

2= 5
valor que sustituido en & - z - ds y teniendo en cuenta que m* — 1 = n? resulta:
2ma(l — shds
1 + n?%?

Si efectuamos su desarrollo en serie despreciando los términos de orden superior al
scgundo, tendriamos:

2ma(l — 241 - n*sHds

4

cuya integral

2ma{s— — — — +
3 3 5
es la atraccion que produce la cuna descrita por el sector NEM. 51 hacemos s =1,
tendriamos la atraccion de la cuha semi-eliptica descrita por ERA, ¢s decir
2 2

2mef — — —n
3 15

2

y como m = 1 + § y n? = 20, resultara:

2 2
2af — + -— ¢

Si § = 0, la altima expresién proporciona la atraccion de un semicirculo infinita-
mente delgado que seria el que produce un plano paralelo a PR y que pasa por EK
sobre una esfera cuyo diametro EX fuese igual al ¢je polar del elipsoide terrestre. La
atraccion de este semicirculo valdra por tanto 4a/3. Para extrapolar el resultado al
conjunto de todas las cufias semielipticas y semicirculares, hemos de tener en cuenta
que la relacion entre la esfera descrita sobre EH y ¢l esferoide ERAP es la misma que
existe entre sus clementos, puesto que ambos solidos conucnen el mismo numero
de «partes». La relacion seria, por tanto,
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Entonces, concluye Clairaut, bastara con muliplicar dicho cociente por 47/3,
atraccion sobre la superficie de la esfera, para encontrar la expresion de la fuerza
atracuva sobre el ecuador, asi:

5. Tal y-como dijimos, para que ¢l esferoide eliptico gire sin alterar su figura
permaneciendo en equilibrio, es necesario que se cumpla que:

r  CE
E—F CP
es deqrr,
41T 4
{1+ =8
f S _1+é
41 % 1
— [ 1+ -= 6) - F
3 5
y por tanto,
4 4
F=-— .0
3 5

st hacemos ¢ = F/(E — F), entonces tendriamos que en primera aproximacion,
despreciando los términos de segundo orden en el achatamiento,
4 1
p=—20 = o—-——
5 230
Si no hubiésemos despreciado 8% entonces ¢l valor del aplananiiento hubiese
sido ¢ — 1/230,61.

Como vemos, el valor es muy proximo al encontrado medio sigo antes por
Newton, lo que, sin embargo, no debe hacernos perder de vista el mmportante
esfuerzo de racionalizacion y fundamentacion de la mecanica de {lusdos — tema en
el que, justo es decirlo, Newton habia comeudo gruesos errores—, llevada a cabo
durante la primera mitad del siglo XVIII. En las siguientes paginas de la Théorie... se
estudia el comportamiento de fluidos no homogéncos. Nosotros consideramos que
la descripcion que hemos realizcado de un tema concreto es suficiente para
comprender el modo de razonar de una gran parte de la comunidad de fisicos v
matematicos del periodo estudiado.
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